Diskrétna matematika I. — Domaca uloha ¢é. 11

Cvicenia v tyzdni 12. decembra 2011

Priklady ¢. 1 a 2 slazia na lepsSie pochopenie konstrukcie bijektivneho zobrazenia z dokazu Cantor—
Bernsteinovej vety. Bolo by vhodné aby sa kazdy zo Studentov pokusil o ich vyriesenie.

1. Majme intervaly A = (0,1) a B = (0, 1). Potom zobrazenia f : A — B (dané predpisom = — z) a
g: B — A (dané predpisom g : 2 — x/2) s injektivne. Tym pddom sa na ne vzfahuje tvrdenie Cantor—
Bernsteinovej vety a medzi mnozinami A a B existuje bijekcia h. Pozorne si prestudujte konstrukciu
z dokazu Cantor—Bernsteinovej vety, zistite ¢o budu v tomto pripade mnoziny A;, A, By a By a ako
vyzerd vysledna bijekcia h.

2. Spravte to isté, ¢o v priklade ¢. 1 pre intervaly A = (0,1) a B = (0, 1), injekciu f : A — B (dant
predpisom z — z) a injekciu g : B — A (vhodnu funkciu ndjdite sami).

3. Oznatme 0 = |0| a 1 = [{0}|. Ukézte, ze pre kazdé kardindlne &islo p plati:

a)p+0=p-1=p,

b) p =0 =1,

c)pt=p.

(nezabudnite, Ze rovnost kardindnych ¢isel zodpoveda nejkej bijekeii, séitanie disjunktnému zjednote-
niu, stéin kartézskemu sicinu a umocnovanie stivis{ so zobrazeniami)

4. Dokézte, ze pre Tubovolné kardindlne ¢isla p, ¢ a r plati:
a)p<q = pr<qr,
b)p<gqg=p <,
c) ak r # 0, potom p < g = P < ri. Co sa stane ak r = 0?

5. Zachova sa platnost tvrdeni v priklade ¢. 4, ak zamenime neostré nerovnosti za ostré?

Pre nekonecéné kardinédlne ¢isla platia trochu iné vztahy, ako by sme cakali:
Napriklad Rg + Xg = R, lebo Ny U —N = Z. Podobne ¥ - Rg = Ng, lebo |N||Z| = |Q).

6. Oznatme Ry = |N| a ¢ = |R| = 2%0. Pouzitim nerovnosti z prikladu 4 a vzfahov spomenutych na
prednéske ukazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n € N, n > 2 plati:

a) ¢ <nc < Vge<ce < < Po=(2R0)Ro = ¢,

b) 280 = pNo = Ngo =N =,

c) 2°=n° = N§ = c°.

7. Dokézte, ze existuje injekcia z R? do R. Existuje injekcia z mnoziny vSetkych postupnosti s
redlnymi hodnotami do R? Vedeli by ste ju skonstruovat?

Bonusové priklady

8. Nech S je taka trieda podmnozin N, ze pre kazdé A, B € S mame A C B alebo B C A. Moéze byt
S nespocitateIna?

9. Hovorime, ze postupnost f : N — N je neklesajica ak f(n + 1) > f(n) pre vSetky n a nerastica
ak f(n+1) < f(n) pre vsetky n. Je mnozina vSetkych neklesajuicich funkcii spocitatelnd alebo ne-
spocitatelnd? Ako je to s mnozinou nerasticich funkcii?



