Diskrétna matematika I. — Vianoéna sada uloh

Priprava na skiisku alebo priklady pre tych, ktorych este neopustil entuziazmus

1. Napiste negacie nasledujicich vyrokov:

(i) n je parne alebo m je nasobkom 3,

(ii) kazdé x € A je prvkom AN B,

(iii) ak dnes neprsi, potom nepadajui traktory.

2. Prelozte vyznam nasledujiceho vyroku do kratkej slovenskej vety (d4 sa to na 5 slov) a tiez napiSte
jeho negéciu v symbolickom jazyku. (V tomto priklade premenné m,n,a,b si chdpané ako kladné celé
¢isla, t.j. Vm znamend Vm € NT.)

(Vm)(3n)(Va)(¥b)[[n > m]Al(la=1) Vv (b=1)V ((ab # n) A (ab+ 2 # n))]].

3. Dana je operécia * na prirodzenych ¢islach Spiflajﬁca:
(i)1*sn=n—1 pre vietky n € N,

(i) m«x1=(m—1)%2 pre véetky m € Ny m > 1,

(iii) mxn=(m—1)«x(mx*(n—1)) prem,n €N, m,n> 1.
N4&jdite hodnotu 5 * 5.

4. Symetricky rozdiel AAB mnozin A a B je definovany ako (A — B) U (B — A). Pomocou tabulky
pravdivostnych hodnét pre vyroky z € A, x € B, = € C ukézte, ze operdcia A je asociativna. Dalej
ukdzte, ze x patri do AA(BAC) prave vtedy, ak = patri do nepdrneho poc¢tu z mnozin A, B, C. Pouzite
toto pozorovanie na zostrojenie dalsieho dokazu, ze A je asociativna operacia.

5. Definujme bindrnu operaciu * na Z? nasledujticou formulou: (a,b) * (¢, d) = (ac,ad + be). Dokézte,
7e operacia x je komutativna a asociativna. N&jdite predpis pre

(a1,b1) * (ag,ba) x -+ * (ag, bg).

6. Nech f je zobrazenie z redlnych ¢isel do redlnych ¢isel. Hovorime, ze f je striktne rastica funkcia
ak pre x < y je aj f(z) < f(y). Ukézte, ze ak je f striktne rastica, potom je injektivna. Musi nutne
byt aj surjektivna? Predpokladajme, ze f je bijektivna, f(0) = 0 a f(1) = 1. Vyplyva z toho, ze f je
striktne rastica? Ak je f spojita?

7. Nech O je obdiznik, ktory sa dé rozdelif na mensie obdlzniky, z ktorych kazdy ma aspon jednu
stranu celoé¢iselnej dlzky. Ukazte, ze aj O ma aspon jednu stranu celoc¢iselnej dlzky.

8. Nech n je parne éfslo a A systém podmnozin mnoziny {1,2,...,n} s vlastnostou, ze pre kazdé
A,B € A je pocet prvkov A N B parny (toto plati aj pre dvojicu A = B). Kolko mnozin moéze A
obsahovat? Ako sa zmeni odpoved ak mnoziny v A majui parny pocet prvkov, ale pre A # B je velkost
prieniku A N B nepérna?

9. D4 sa uzavrety interval (0, 1) zapisat ako nekone¢né spocitatelné zjednotenie disjunktnych neprazdnych
uzavretych intervalov?

10. Danych je n bodov v rovine, pricom nelezia vSetky na jednej priamke. Ukazte, ze je mozné néjst
priamku, na ktorej lezia prave dva z nich.

11. Nech (a;,b;) je uzavrety interval kladnych redlnych éisel pre ¢ € N. Predpokladajme, ze
>;(b; —a;) < oo. Vyplyva z toho, ze existuje nejaké redlne ¢islo x také, ze na nepatri do ziadneho
intervalu (a;, b;) pre kazdé prirodzené n?



12. Majme nekoneény spocitatelny kruh docentov, z ktorych kazdy mé na hlave kolbik. Klobtky si
modré alebo cervené a kazdy docent vidi kolbiky vsetkych kolegov okrem toho svojho. V istom momente,
musia docenti zakricat farbu svojho klobiika. Daju sa docentom dat také instrukcie, aby sa, bez ohladu
na distribuciu farieb klobtikov, pomylilo iba kone¢ne vela docentov?



