Diskrétna matematika I. — Domaca uloha ¢. 5

Cvicenia v tyzdni 27. oktobra 2014

1. Zistite ¢i st nasledujice kvantifikované formule s Tubovolnymi predikdatmi ®, ¥ a A tautolégie. Ak
su, dokéazte to, ak nie s, najdite protipriklad:

) (Vo) (@(z) = V() = (Vo) D(z) = (Vo) U(x)),
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b) (Vz)(®(x) A ¥(z)) & (Vo) (2) A (Vo) ¥(2)),
¢) ((Fz) @(z) A (F2) () = (Fz)((x) A ¥(2)),
d) (F2)(@(z) vV ¥(x)) & ((Fz) () V (3) ¥(x)),
e) (Vo) (@(x) V ¥(x)) = ((Va)@(x) V (Vo) ¥(x)),
f) (Vz)(@(z) = ¥(x)) = (F2)®(x),

g) (F2)(Vy) A(z,y) = (Vy)(3z) Az, y),

h) (Vy)(3r) A(z,y) = (3)(Vy) Az, y),

i) (Vo) (Vy) A(z,y) = (Vz) Az, 2),

j) (3z)(3y) Az, y) = (3z) Az, x).

Pozn. ®(z), ¥(x) a A(z,y) su lubovolné predikéty, t.j. napriklad A priradi prvkom z,y nejakd
pravdivostni hodnotu. Ako priklady mozu sluzit predikéty , “>”" a pod. Ulohou je rozhodnnt, ¢i
st dané vyroky vzdy pravdivé bez ohladu na to, ¢o vlastne ®, ¥ alebo A znamend, resp. aké objekty
reprezentuji premenné x a y.
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Napriklad v 1a) mézeme zvolit ®(z) = "auto x je ¢ervené” a ¥(z) ="auto x ma Styri kolesd”. Potom
kvantifikovany vyrok (Vz)(®(z) = ¥(z)) = ((Vz) ®(x) = (Vz) ¥(z)) hovort:

7 Ak pre kazdé auto plati: je ¢ervené = ma Styri kolesd, potom ak su vSetky autd Cervené, tak maju
vSetky auta Styri kolesa.”

Co sice znie pravdivo, ale ni¢ nedokazuje. Jeden priklad totiz nedokazuje, ze nieco plati vady.

Dokézat ze tento vyrok je tautoldgia, bez ohladu na vyznam predikdtov ® a ¥, musime trochu inak.
Treba sa pozriet, ¢i by tento vyrok mohol byt ohodnoteny nepravdivo a dojst k sporu.

Mali by sme totiz:

o(F)(@(x) > B@)) =1, & o((¥) B(x) = (¥2) U(x))) = 0
teda
v((Vz) @(z)) =1 a v((Vz) ¥(z)) = 0.
Z posledného vieme v((3z) =¥ (z)) = 1, teda pre nejaké xy mame v(¥(zp)) = Zaroven vieme
(preco?), ze v(®(zp)) = 1, a teda v(P(zg) = ¥(x))) =0, ¢o je spor s v((Vz)(P(x) = \If( ) =1.

2. Hovorime, ze formula A je v prenexnom tvare, ak mé tvar (Q121)(Q2x2) ... (Qnxn)B, kde kazdé
Q; je kvanitifikdtor (3 alebo V), z1,z2,...,2, sl navzdjom rozne premenné a B neobsahuje Ziadne
kvantifikdtory. Inymi slovami, vo formuli v prenexnom tvare si vsetky kvantifikdtory na jej zaciatku.

V priklade 1b) sme ukézali, ze formula (Va) ®(z) A (Va) ¥(x) je ekvivalentnd formuli (V) (P (x) AT (x)),
ktord je v prenexnom tvare. (Rozmyslite si preco).

N4éjdite formule v prenexnom tvare, ktoré su ekvivalentné nasledujicim formuldm:

a) (v2) (x) V (V) ¥(a),

) (32) (x) A (¥a) U(a),
¢) (3x) ®(z) v (Fz) ¥(x),

d) (3z) @(z) = (Fz) ¥(z).



