Diskrétna matematika I. — Cantor—Bernsteinova veta

Uplny dokaz — na prednaske sme si neoverili injektivnost zobrazenia h

Cantor—Bernsteinova veta: Nech f : A — B a g : B — A siu injektivne zobrazenia medzi
mnoZinami A a B. Potom existuje bijekcia h: A — B.
(Ind formuldcia: Nech A a B st mnoZiny. Ak plat{

A[ < |B| a |B| < |A], potom aj |A] = |B|.)
Nasledujtici dokaz kopiruje dékaz z knihy MnoZiny a vselico okolo nich, s. 112-114 (starsie vydanie).

Dékaz: Nech Xg = B — f(A). Potom mame dve moznosti: X = ) alebo X # 0.

e V prvom pripade f(A) = B, zobrazenie f je surjekcia, a teda aj bijekcia. Sme hotovi.

e V druhom pripade f nie je bijekciou (v B ndm zostala nepokrytd prdve mnozina X;) a musime
zobrazenie f nejako ,vylep$it’, najlepsie pomocou g.

Oznatme Yy = ¢g(Xo) a X3 = f(Yy). Takto moézme postupne definovat mnoziny Y, = ¢(X,) a
Xnt1 = f(Yy). Ukazuje sa, Ze prave toto si mnoziny, kde musime pozmenit zobrazenie f.
Polozme:

A2:UYn’ A1:A_A2,
n=0

By=|J)X., Bi=B-B.
n=0

Potom platia nasledujice identity:

A1 NAs =0, A1 UA = A,
31032:@, 31U32:Ba
f(A1) = By, 9(B2) = As.

Prvé styri z nich st pomerne zrejmé, vyplyvaju priamo z definiénych vztahov. To, ¢o treba ukézat su
posledné dve identity.

1) (f(A1) € By) Nech z € A;. Ak f(x) = y nepatr{ do By, musi nastat y € Bs, teda y € X,, pre
nejaké n. Nutne je n > 0, lebo y = f(z) ¢ Xo. Kedze X,, = f(Yn_1), existuje nejaké z € Y,,_; a
y = f(z). Potom ale méme:

T e A17 f(ﬂf) =Y,
z€Y,-1 C A f(2)=uy.

To je ale spor s predpokladanou injektivitou zobrazenia f.

2) (B; C f(A1)) Nech y € B;. Potom B — f(A) = Xg C By = B— B;. Teda f(A) D By a existuje
x € Ataké, ze y = f(x). Ak ukdzeme, ze x € A;, dostaneme y = f(x) € f(A1) a sme hotovi.

Predpokladajme teda opak, ¢ize x € As. Potom = € Y,, pre nejaké n. Dostavame y = f(x) € f(Y,) =
X,41 € By, ¢o je v spore s predpokladom y € B;.

3) (9(Bz2) C Ay) Nech = € g(Bz). Potom existuje y € Bs také, ze © = g(y) a y € X,, pre nejaké n.
Preto x = g(y> € g(Xn) =Y, C A.

4) (A3 C g(Bs)) Ak x € A,, potom existuje n, pre ktoré z € Y,,. Lenze Y,, = g(X,,), ¢ize existuje
y € X,, C By, pre ktoré z = g(y). Preto dostdvame x € g(Bs).

Tymto sme ukdzali mnozinové identity f(A1) = B; a g(Bz) = As. Z toho vyplyva, ze zizené
zobrazenia f|a, : 41 — By a g|B, : Ba — Ay s bijekcie.
Definujme zobrazenie h : A — B ako:
h(z) = f(x) pre x € Aj,
h(z) = g () pre z € As.
D4 sa lTahko presvedcit ze h je surjekcia a injekcia:
e kedze h(A;) = By a h(As) = By, dostaneme h(A) = B.
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e zizené zobrazenia f|a, a g|p, st injekciami, a preto h(z1) # h(xs2) pre rozne z1,29 z A; (i mozZe
byt 1 alebo 2). Treba eSte overit moznost 21 € Ay a 25 € Ay. Potom ale h(z1) € By a h(zs) € Ba, Cize
nutne ide o dve roézne hodnoty.

Skonstruovali sme zobrazenie h : A — B, ktoré je injektivne a surjektivne — teda hladani bijekciu

medzi mnozinami A a B. O



