Diskrétna matematika I. — Domaca loha ¢. 11

Cvicenia v tyzdni 5. decembra 2016

1. Ukézte, ze mnozina vietkych koneénych podmnozin mnoziny N je spoéitatelnd. Co zlyha, ak by
sme sa poktsali pouzit diagondlny princip na ukézanie toho, Ze je nespocitatelnd?

2. Ukézte, ze v rovine nemdzeme mat nespocitatelne vela po dvojiciach disjunktnych otvorenych
diskov. (Otvoreny disk so stredom v [z, o] a polomerom € > 0 je Dc[zo,y0] = {[z,y] € R?; (z — x0)? +
(y —v0)? < €}). Co sa zmen{ ak nahradime ’otvorené disky’ ’kruznicami’?

Priklady ¢. 3 a 4 slazia na lepsie pochopenie konstrukcie bijektivneho zobrazenia z dokazu Cantor—
Bernsteinovej vety. Bolo by vhodné aby sa kazdy zo Studentov pokusil o ich vyrieSenie. Na prednaske
som stihol konstrukciu popisat, zatial sme nedokézali, ze skonstruované zobrazenie je naozaj bijektivne.
Pozri kompletny dokaz na webstranke.

3. Majme intervaly A = (0,1) a B = (0,1). Potom zobrazenia f : A — B (dané predpisom x — z) a
g : B — A (dané predpisom g : x — x/2) st injektivne. Tym pddom sa na ne vzfahuje tvrdenie Cantor—
Bernsteinovej vety a medzi mnozinami A a B existuje bijekcia h. Pozorne si prestudujte konstrukciu
z dokazu Cantor—Bernsteinovej vety, zistite ¢o budu v tomto pripade mnoziny A;, A, B; a Bs a ako
vyzerd vysledna bijekcia h.

4. Spravte to isté, ¢o v priklade ¢. 3 pre intervaly A = (0,1) a B = (0,1), injekciu f : A — B (dani
predpisom z — ) a injekciu g : B — A (vhodnt funkciu néjdite sami).

5. Uz vieme, 7e existuje injekcia z R? do R. Existuje injekcia z mnoziny vsetkych postupnosti s
redlnymi hodnotami do R? Vedeli by ste ju skonstruovat?

6. Hovorime, ze postupnost f : N — N je neklesajica ak f(n + 1) > f(n) pre vsetky n a nerastica
ak f(n +1) < f(n) pre vsetky n. Je mnozina vSetkych neklesajuicich funkcii spocitatelnd alebo ne-
spocitatelnd? Ako je to s mnozinou nerasticich funkeii?

Bonusové priklady

7. Uvazujme rozklad mnoziny (0,1) zodpovedajici reldcii ekvivalencie ~ : z ~ y & . —y € Q.
Ukézte, zZe tried rozkladu je nespocitatelne vela. Existuje bijekcia medzi mnozinou tried a (0,1)7

8. Zostrojte funkciu f : (0,1) —
b

0, 1), ktord na kazdom intervale nadobida vsetky mozné hodnoty.
Inymi slovami, pre kazdé 0 < a < a

(
<1 akazdé c € (0,1) existuje z, také ze a < x < b a f(z) =c.

9. Nech S je taka trieda podmnozin N, Ze pre kazdé A, B € S mame A C B alebo B C A. Mdze byt
S nespocitatelna?



