Diskrétna matematika I. — Domaca loha ¢. 11

Cvicenia v tyzdni 18. decembra 2017

Priklady ¢. 1 a 2 slazia na lepsie pochopenie konstrukcie bijektivneho zobrazenia z dokazu Cantor—
Bernsteinovej vety. Bolo by vhodné aby sa kazdy zo Studentov pokusil o ich vyrieSenie. Na prednaske
som stihol konstrukciu popisat, zatial sme nedokézali, ze skonstruované zobrazenie je naozaj bijektivne.
Pozri kompletny dokaz na webstranke.

1. Majme intervaly A = (0,1) a B = (0,1). Potom zobrazenia f : A — B (dané predpisom = — ) a
g : B — A (dané predpisom g : x — x/2) st injektivne. Tym pddom sa na ne vzfahuje tvrdenie Cantor—
Bernsteinovej vety a medzi mnozinami A a B existuje bijekcia h. Pozorne si prestudujte konstrukciu
z dokazu Cantor—Bernsteinovej vety, zistite ¢o budi v tomto pripade mnoziny A;, A, B; a Bs a ako
vyzerd vysledna bijekcia h.

2. Spravte to isté, ¢o v priklade ¢. 3 pre intervaly A = (0,1) a B = (0, 1), injekciu f : A — B (dant
predpisom z — ) a injekciu g : B — A (vhodnt funkciu néjdite sami).

3. Uz vieme, 7e existuje injekcia z R? do R. Existuje injekcia z mnoziny vietkych postupnosti s
redlnymi hodnotami do R? Vedeli by ste ju skonstruovat?

4. Hovorime, Ze postupnost f : N — N je neklesajica ak f(n+ 1) > f(n) pre vietky n a nerastica
ak f(n +1) < f(n) pre vsetky n. Je mnozina vSetkych neklesajucich funkcii spocitatelnd alebo ne-
spocitatelnd? Ako je to s mnozinou nerasticich funkeii?

5. Oznacme 0 = || a 1 = |{0}|. Ukézte, Ze pre kazdé kardindlne ¢islo p plati:

a)p+0=p-1=p,

b) p® =0 =1,

) p' =p.

(nezabudnite, ze kardindlne ¢isla reprezentujeme nejakymi mnozinami, rovnost kardindnych ¢isel zod-
poveda nejkej bijekcii, s¢itanie disjunktnému zjednoteniu, sicin kartézskemu sic¢inu a umocnovanie suvisi
so zobrazeniami)

6. Dokéazte, ze pre TubovolIné kardindlne ¢isla p, ¢ a r plati:
a)p<q = pr<gr,
b)p<qg=p <q,
c) ak 7 # 0, potom p < ¢ = 7P < r? Co sa stane ak r = 0?

7. Zachova sa platnost tvrdeni v priklade ¢. 4, ak zamenime neostré nerovnosti za ostré?

Pre nekonecéné kardinédlne ¢isla platia trochu iné vztahy, ako by sme cakali:
Napriklad Rg + Xy = R, lebo Ny U —N = Z. Podobne ¥ - Rg = Ng, lebo |N||Z| = |Q).

8. Oznatme ¥y = |N| a ¢ = |R| = 2%0. Pouzitim nerovnosti z prikladu 2 a vzfahov spomenutych na
prednéske ukazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n € N, n > 2 plati:

a) c <nc< Ve <ce< e < clo= (2%0)Ro = ¢

b) 280 = pNo = Ngo =N =g,

c) 2°=n° =N = c°.

9. Ukdazte, Ze mnozina vSetkych iraciondlnych éisel je nespocitatelna.
Bonusové priklady

10. Nech S je taka trieda podmnozin N, ze pre kazdé A, B € S mame A C B alebo B C A. Méze byt
S nespocitatelnd?



11. Nech A je nejakd nespocitatelnd mnozina redlnych éisel a zobrazenie f : A — R je injektivne.
Ukézte, ze potom existuje iraciondlne ¢islo 2 € A také, ze aj f(x) je iraciondlne. Odvodte z toho, ze ex-
istuje dvojica iraciondlnych &isel a, b takych, ze a® je raciondlne. N&jdite konkrétny priklad takej dvojice.

12. Existuje nespocitatelny systém B podmnozin N taky, ze pre (rozne) A, B € B je prienik AN B
koneény?



