Riesena pisomka z diskrétnej matematiky I., 28.10.2009

1. Postupnost {a,} je definovand predpisom: a,+1 = 3a, +1 pren > 1 a a; = 5. Ukéazte,
> _ 113771
e a, = =S5

Riesenie: Dokaz matematickou indukciou.
(1) Ukazme, Ze tvrdenie plati pre n = 1, 2.
1-1 ,
a; =13 =1 — 11'5_1 =5, ¢o bolo zadané.

2
2—1 . v
ay = 113 5 =1 = 11‘;*1 = 16, vieme, Ze as = 3a; + 1 = 16.

(2) Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n, t.j. Ze a, = %ﬂ Ukazme, Ze potom aj

n > ’ 2
%. Podla rekurentného vztahu:

Ap41

n—1 n—1 n n
(IP)311-3 —1+1:3.11.3 —3.1 1_11-3 -3+2 11-3"-1

Ap+1 an+ 5 5 + 9 5

¢o sme chceli dokézat.

2. Ukézte, Ze pre ¢leny Fibonacciho postupnosti {F,} (t.j. F1 = 1, F, = 1 a F, =
F,_1+ F,_2) pre n > 2 plati:

2
Fn

=Fp1 Fooy + (=)™
Riesenie: Dokaz matematickou indukciou.
(1) Ukédzme, Ze tvrdenie plati pre n = 2.
BE+(-1)2=21-1=1=F}

(2) Predpokladajme, Ze tvrdenie plati po n, t.j. Zze F2 = F,11F,—1 + (=1)"T!. Ukdzme, Ze
potom aj F2,, = F,12F, + (—1)"*2. Pocitajme:

qu.‘.l:(Fn+Fn—1)2:F72L+2FnFn—1+F3_1:Fn(Fn+Fn—1)+Fn—1(Fn+Fn—l):

= FTLFTL+1+F7L—1F7L+1 =(IP) FnFn+1+F72L_(_1)n+1 = Fn(Fn+Fn+1)+(_1)n+2 = Fn+2Fn+(_1)n+27
—_———

F2—(=1)m+!

¢im je tvrdenie dokazané.

3. Zistite ¢ je formula p V ¢ tautologickym dosledkom formuly ((p = ¢) = r) = p.

Riesenie: Vypliime tabulku pravdivostnych hodnét:

plalr|p=q|(p=g=>r|(p=g¢g=r)=p|pPVg
T[1[1] 1 1 1 1
1j1]o] 1 0 1 1
t{ol1] o 1 1 1
tjolo]| o 1 1 1
ol1]1] 1 1 0 1
0/1/0] 1 0 1 1
0lo[1] 1 1 0 0
ojolo| 1 0 1 0




V 8. riadku je formula ((p = ¢) = r) = p ohodnotena pravdivo, ale p V ¢ nepravdivo. Preto
formula pV g nie je tautologickym désledkom formuly ((p = q) = r) = p. Z definicie formula
A je tautologickym dosledkom formuly B, ak pre vSetky ohodnotenia, ktoré davaja pravdi-
vostni hodnotu 1 formuly B, je aj A pravdivé.

4. Ukézte, ze =(B = A) F B. Mozete pouzit uvedené vety a axiémy, modus ponens a
vetu o dedukcii.

(Al)I—A:>(B:A) (V1) F -A= (A= B)

(AQ)F (A= (B=0)=(A=B)=A=0C) (V2)F——A=A

(A3) F (=B = —-A)= (A= B) (V2)F B = —-—B

(VO)FA= A (V3) - (A= B) = (B = —4)
Riesenie:

1. F (-B=(B=A))= (~(B=A)=-B) ()

2. F -B=(B=A) (V1)

3. F —(B= A)=> ——B (MP 1.,2.)

4. ﬁ(B = A) F =B (VOD 3 )

5. - -——-B=B (Va)

6. «(B=A) + B (MP 4.,5.)

5. Ukazte, ze nasledujica kvantifikovana formula je tautolégiou alebo najdite protipriklad:

(Vz)(2(z) = ¥(z)) = (Bz)®(x) = (Vr)¥(z)).

Riesenie: Dokaz sporom: Nech to nie je tautolégia. Potom v nejakom ohodnoteni v
v((Vz)(®(x) = ¥(z))) =1 asasasne v((Fz)P(z) = (Vz)¥(x)) =0,

teda v((Jz)®@(z)) =1 a v((Vx)¥(z)) = 0.

Negovanim posledného dostavame v((3z)-¥(x)) = 1 a teda pre nejaké 21 méme
v(=¥(z1)) =1 av(¥(x)) =0.

Aby v((Vz)(®(z) = ¥(z))) = 1, musi byt nutne v(®(z1)) = 0. To je vSak mozné. Aby
platilo v((3z)®(z)) = 1, stadi, aby pre nejaké x5 # 1 bolo v(P(z3)) = 1. Teda zadany vyrok
nie je tautoldgia.

Napriklad: Nech ®(z) = "z je parne prvocislo” a ¥(z) = "z je mensie ako 5”. Potom
zadany vyrok hovori: ”Nech pre kazdé cislo plati, ak je to parne prvocislo, tak je mensie ako
5. Potom z existencie parneho prvoéisla vyplyva, ze kazdé ¢islo je mensie ako 5”. Co zrejme
nie je pravda. (Stac¢i si uvedomit, Ze pre kazdé x plati, ak x je parne prvoéislo, tak je mensie
ako 5. Parne prvocislo je 2 a teda také existuje. A rozhodne nie kazdé ¢islo je mensie ako 5.
Tj. (1=(1=0)).)



