2. Riesend pisomka z diskrétnej matematiky I.

1. Dokézte, Ze pre fubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) AUB=A—-B<& B=1{,
b) A—(CNB)=(A-C)UB& (BCA)AANC =0)).

Riesenie: a) Tato implikaciu dokdZeme sporom. Nech AUB = A — B a nech B # (). Teda existuje
b € B. Potom zrejme b € AU B, ale b¢ A — B. Co je v spore s predpokladom, 7e AUB = A — B.

[<]Nech B=0. Potom AUB=AU)=AaA-B=A—-0=A.

b)=]Nech A—(CNB) = (A—C)UB. Uréite A D A— (CNB) a B C (A—C)UB. Teda B C A. Dalej
pokrac¢ujme sporom. Nech 3z € ANC. Potom = ¢ A—C. Lahko overime, ze A—(CNB) = (A—C)U(A—B).
Teda z € A— (CNB) & x ¢ B, ale zaroven x € (A—C)UB & z € B, ¢o je v spore s tym, Ze
A-(CnB)=(A-C)UB.

[<]Nech (BC A)A(ANC =0). Potom A—(CNB)=(A-C)U(A-B)=AU(A-B)=Aa
podobne (A—C)UB=AUB = A.

2. Kolko existuje relacii na stvorprvkovej mnozine, ktoré si antisymetrické a maju vlastnost dichotémie
zaroven?

Riesenie: Uvazujme Stvorprvkovi mnozinu {a, b, ¢, d}. Kazd4 vyhovujtca reldcia musi (kvoli vlastnosti
dichotémie) obsahovat prvky [a,al, [b,b], [c, ], [d, d]. Ak je reldcia antisymetrickd a st¢asne méa vlastnost
dichotémie, tak z dvojic [z,y], [y, 2] pre « # y obsahuje prave jednu. (Nemoze obe, lebo z antisymetrie
by sme dostali, ze x = y).
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Teda pre kazdu dvojicu prvkov {z,y} (takych je 6) uréime, ¢i relacii patri prvok [x,y], alebo [y, x],
resp. prvok z horného, alebo dolného trojuholnika tabulky. Teda podet vSetkych takychto relacii vieme
vyjadrit ako pocet varidcii siestej triedy na dvojprvkovej mnozine, ¢o je 2°.

3. Na mnozine R x R mame relaciu ~ definovan predpisom:

(71, y1] ~ [22, 2] & T191 = T2y0.

Ukéazte, Ze relacia ~ je relaciou ekvivalencie, zistite ako vyzeraju triedy ekvivalencie pre prvky [1,1] a
[0, 0], nac¢rtnite obrazok zobrazujuci triedy rozkladu.

RieSenie: Aby bola reldcia relaciou ekvivalencie, musi byt reflexivna, symetricka a tranzitivna. Overme
postupne tieto vlastnosti:

Reflexivnost: V[z,y] € R x Rz, y] ~ [z,y], lebo zy = xy.

Symetrickost: Nech [21,y1] ~ [22,y2], teda z1y; = z2y2. Ekvivalentne zoys = 2131, teda tiez [za, ya] ~
[21, 1]

Tranzitivnost: Nech [z1, y1] ~ [z2,y2] a zdrovenl [za, y2] ~ [x3,y3]. Teda x1y1 = 22y2 & x2ys = T3ys3. Z
toho nutne z1y; = x3ys a teda [z1,y1] ~ [x3,y3].

Ako vyzeraju triedy ekvivalencie pre prvok [0,0]?7 To st vSetky dvojice z R x R, ktoré st s prvkom
[0,0] v relécii, t.j. sucin je 0.

[[0,0]] ={[z,y] e RxR:2y =0} ={[0,y],[x,0] : Vz,y € R},
¢o je z-ové a y-ova os. Podobne pre prvok [1,1].
1
[12)] = {fey) € B x Ry =1} = {fa, -] : Vo € B\{0}},
¢o je graf funkcie %

4. Zistite ¢ existuje Giastoéné usporiadanie pitprvkovej mnoziny, ktoré méa 2 maximélne a jeden
najvicsi prvok. Ak ano, znazornite pomocou Hesseho diagramu, ak nie zdévodnite.
1



Riesenie: Ukdzme, Ze ak v iastoéne usporiadanej mnozine (nezdlezi na pocte prvkov) existuje najvacsi
prvok, tak je jediny maximalny. Nech teda x je najvacsi prvok danej mnoziny, ozna¢me ju A. To znamena,
maximéalny prvok. Este potrebujeme overit, Ze je jediny. Sporom. Predpokladajme, Ze aj & je maximéalny
prvok. Teda Vy € A : & <y = & = y. Této implikicia m4 platif pre kazdy prvok z A, teda aj pre x.
Potom % < x = & = x. KedZe z je najviicsi, tak & < x. Spolu teda dostavame & = .

5. Majme zobrazenie f : X — Y a podmnoziny A, B C X. Dokazte, ze f(A) — f(B) C f(A — B).
Najdite priklad, ked nenastane rovnost. (f(A) je obraz mnoziny A, t.j. f(A) = {z|3a € A, f(a) = z}.

Riesenie: Uvazujme lubovolné y € f(A) — f(B). Ukdzeme, ze y € f(A — B). Ak y je z mnoZinového
rozdielu, tak y € f(A) a zaroven y ¢ f(B). To znamend, Ze Ja € A : f(a) = y a zarovei nie je pravda,
Ze by v mnozine B existoval vzor y, teda Vb € B : f(b) # y. Teda a € A, pre ktoré f(a) = y urcite nie je
prvkom mnoziny B, t.j 3a € A — B : f(a) = y. Co ale znamen4, ze y € f(A — B).

Néjdime este priklad, kedy nenastava rovnost. Teda chceme aby existoval taky prvok y ze y € f(A —
B) Ay € f(B). Teda zobrazenie f nemodze byt injektivne. Napr. nech A = {1,2}, B = {1}, pri¢om
F(1) = £(2) = 1. Potom f(A— B) = f({2}) = {1}, ale f(4) — f(B) = {1} — {1} = 0.



