
Diskrétna matematika I. – Domáca úloha č. 3

Cvičenia v týždni 13. októbra 2025

1. Nech T je splnitel’ná množina formúl. Ukážte, že T |= A ⇒ B práve vtedy, ked’ T ∪ {A} |= B.

2. Nech T je splnitel’ná množina formúl. Ukážte, že T ∪ {A ∨B} |= C práve vtedy, ked’ plat́ı súčasne
T ∪ {A} |= C a T ∪ {B} |= C.

3. Nech T je množina formúl a A je kontradikciou, t.j. A je nesplnitel’ná. Ukážte, že ak T |= A,
potom je T tiež nesplnitel’ná.

4. Ukážte, že formula ¬a je dokázatel’ná z predpokladov {¬(a ⇒ b),¬(a ⇒ b) ⇒ ¬a}, t.j. nájdite jej
dôkaz v zmysle defińıcie.

5. Nech D je l’ubovol’ná z axióm výrokovej logiky a E je l’ubovol’ná formula. Zostrojte dôkaz formule
E ⇒ D.

6. Nech T je množina formúl a A,B,C sú l’ubovol’né formule. Ukážte, že ak T ⊢ A ⇒ B a
T ⊢ A ⇒ (B ⇒ C) potom aj T ⊢ A ⇒ C. Pomôcka: výjdite z (A2).

7. Zdôvodnite prečo pre formulu (A ⇒ B) ⇒ (¬A ⇒ ¬B) nemôže existovat’ dôkaz. Pomôcka: muśı
byt’ každá z formúl tvoriacich dôkaz tautológia?

8. Ukážte, že formula a ⇒ b je dokázatel’ná z predpokladu {¬(a ⇒ b) ⇒ ¬a}. Pomôcka: ukážte, že
{¬(a ⇒ b) ⇒ ¬a} ⊢ a ⇒ (a ⇒ b) a použite (A2) a vetu z prednášky

Porovnajte s pŕıkladom č. 8 a) z minulej úlohy.

Defińıcie niektorých pojmov výrokovej logiky:

Hovoŕıme, že formula A je tautologickým dôsledkom formúl P1, P2, . . . , Pm, ak pre každé ohodnotenie
v, ktoré dáva v(Pi) ≡ 1 pre i = 1 . . .m, plat́ı aj v(A) ≡ 1. Zapisujeme P1, P2, . . . , Pm |= A, resp. ak
označ́ıme T = {P1, P2, . . . , Pm}, môžeme ṕısat’ T |= A.

Nech T = {P1, P2, . . . , Pm} je množina výrokových formúl. Hovoŕıme, že postupnost’ B1, . . . , Bn je
dôkazom formule A z predpokladov T , ak:

1) Bn je A
2) Každé Bk pre k = 1, . . . , n je bud’ axiómou (A1), (A2) alebo (A3), alebo Bk patŕı do T , alebo je

Bk bezprostredným dôsledkom aplikácie pravidla modus ponens na nejaké dve formule z {B1, . . . , Bk−1}.

Ak existuje dôkaz formule A z predpokladov T = {P1, P2, . . . , Pm} hovoŕıme, že A je dokázatel’ná z
predpokladov T . Zapisujeme T ⊢ A, resp. P1, P2, . . . , Pm ⊢ A.

Axiómy:
(A1) ⊢ A ⇒ (B ⇒ A)
(A2) ⊢ (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))
(A3) ⊢ (¬B ⇒ ¬A) ⇒ (A ⇒ B)
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