Diskrétna matematika I. — Domaca uloha ¢é. 8

Cvicenia v tyzdni 17. novembra 2025

Hovorime, ze relacia R je:

reflexivna ak (Vz) [z, z] € R,

antireflexivna ak (Vz) [z, 2] ¢ R,

symetrickd ak [z,y] € R = [y,x] € R,

asymetrickd ak [z,y] € R = [y,z] ¢ R,

antisymetrickd ak ([z,y] € RA[y,z] € R) =z =y,
tranzitiva ak ([z,y] € RA[y,2] € R) = [z,2] € R,

m4 vlastnost dichotémie ak (Vz,y)([z,y] € RV [y, z] € R).

Zistite, ktoré z vlastnosti maju nasledujice reldcie:

1. Reldcia R na Z definovand xRy < 3|(z — y).

2. Reldcia R na Z definovani xRy < 22 = 2.

3. Reldcia R na Q definovand ¢Ry < z —y ¢ Z.

4. Reldcia R na P(Y) definovand ARB < a € AN B, kde a je pevne zvoleny prvok mnoziny Y.

5. Najdite reldciu, ktord je symetrickd a tranzitivna, ale nie je reflexivna. Alebo ukézte, ze taka
relacia neexistuje.

6. Kolko je vsetkych reldcii ekvivalencie na stvorprvkovej mnozine?

7. Na mnozine prirodzenych ¢isel N definujeme relaciu R ako: aRb prave vtedy, ak a deli b alebo b
deli a. Je R reldciou ekvivalencie?

8. Mnoziny Z,Q, R st mnoziny celych, raciondlnych a realnych ¢isel. Definujme relécie:
T={[z,y) eRxR|z—ye€Z}
U={[z,y) eRxR|z—yeQ}.
Ukazte, ze T a U su relacie ekvivalencie. Opiste rozklady mnoziny R definované tymito relaciami.

9. Oznacme ako C'(0, 1) mnozinu vSetkych spojitych funkeif s hodnotami v R definovanych na intervale
[0,1]. Definujme:
[f,9) € T & (V) f(z) < g(x) A (Jy) fy) < 9(y).
Ukézte, ze T je Ciastocné (ostré) usporiadanie mnoziny C(0,1) (t.j. T nie je reflexivne lebo [f, f] ¢ T,
ale T je tranzitivne aj antisymetrické). Ndjdite dva neporovnatelné prvky.

Bonusovy priklad

10. Nech Q[z] je mnozina vSetkych polynémov v premennej x s racionalnymi koeficientmi. Nech
Alz] = Q[z] — Q (mnozinovy rozdiel), t.j. A[z] je mnozina vSetkych polynémov stupiia aspon 1 v
premennej x s raciondlnymi koeficientmi. Definujme:

[f(z),9(x)] € D & g(x) = f(x) - q(x) pre nejaké q(x) € Alz].
Dokazte, ze D je ¢iastotné (ostré) usporiadanie. Néjdite dva neporovnatelné prvky v Alx].
Pozn.: Reldcia D je akousi obdobou reldcie delitelnosti | na mnozine celych ¢isel N.



