Diskrétna matematika I. — Doméaca tloha ¢. 12

Cvicenia v tyzdni 15. decembra 2025

1. Oznatme 0 = |@] a 1 = |{0}|. Ukdzte, ze pre kazdé kardindlne ¢islo p plati:

a)p+0=p-1=p,

b) p® =0 =1,

) p' =p.

(nezabudnite, Ze kardinélne éisla reprezentujeme nejakymi mnozinami, rovnost kardindnych éisel zod-
poveda nejkej bijekcii, s¢itanie disjunktnému zjednoteniu, sicin kartézskemu suc¢inu a umocnovanie suvisi
so zobrazeniami)

2. Dokéazte, ze pre TubovoIné kardindlne ¢isla p, ¢ a r plati:
a)p<q = pr<gqr,
b)p<qg=p <,
c) ak r # 0, potom p < g = P < rd. Co sa stane ak r = 0?

3. Zachova sa platnost tvrdeni v priklade ¢. 4, ak zamenime neostré nerovnosti za ostré?

Pre nekonecéné kardinédlne ¢isla platia trochu iné vztahy, ako by sme cakali:
Napriklad Rg + Xy = R, lebo Ny U —N = Z. Podobne ¥ - Rg = Ng, lebo |N||Z| = |Q).

4. Oznaéme Ry = |N| a ¢ = |R| = 2%, Pouzitim nerovnosti z prikladu 2 a vztahov spomenutjch na
prednéske ukazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n € N, n > 2 plati:

a) c <nc< Ve <ce< e < clo= (2%0)Ro = ¢

b) 280 = pNo = Ngo =N =,

c) 2°=n°=N§ = c°.

5. Ukdazte, ze mnozina vsetkych iraciondlnych éisel je nespocitatelna.

Bonusové priklady

6. Nech A je nejakd nespocitatelnd mnozina redlnych éisel a zobrazenie f : A — R je injektivne.
Ukézte, ze potom existuje iraciondlne ¢islo 2 € A také, ze aj f(x) je iraciondlne. Odvodte z toho, ze ex-

istuje dvojica iraciondlnych &isel a, b takych, ze a® je raciondlne. N&jdite konkrétny priklad takej dvojice.

7. Existuje nespocitatelny systém B podmnozin N taky, ze pre (rézne) A, B € B je prienik AN B
konecny?



