Linearna algebra — Doméca uloha ¢. 11

Cvicenia v tyzdni 3. decembra 2007

1. (4.3.9) Ukézte, Ze pre pre vieobecné matice typu 4 X 4 rozdelené na podbloky velkosti 2 x 2 plat{

A B A B ] £ det Adet D — det Bdet C.

det[OD C D

] =det Adet D, ale det [

2. (4.3.12) Zistite aké znamienko prislicha v determinante 5 x 5 matice sG¢inu a15a24a33a42a51. Inymi
slovami, je permutécia o = (5,4,3,2,1) pdrna alebo nepédrna?

3. (4.3.13) Ak matica A je typu m x n a B je typu n x m, ukdzte, ze

0 A N (. . . I 0
B I } = det Adet B. (Pomocka. vynésobte sprava maticou det { B I })

Overte tuto rovnost na nejakom priklade s m < n a inom s m > n. Preto v druhom pripade vzdy
dostaneme det AB = 07

det [

4. (4.4.1) Néjdite determinant a vSetkych devét ¢lenov A;; pre maticu

1 2 3
A=10 4 0
0 0 5

Overte, Ze A krat Aaq; je (det A)-ndsobok jednotkovej matice. Ndjdite A~.

5. (4.4.6) a) Néjdite determinant matice M, ktord vznikne z jednotkovej matice nahradenim j-teho
stlpca vektorom z:

b) Ak Az = b, ukdzte, ze matica AM je rovnd matici B; z Cramerovho pravidla (B; vznikne z matice
A nahradenim j-teho stlpca pravou stranou b).
¢) Odvodte Cramerovo pravidlo zobranim determinantov v rovnosti AM = B;.

6. (4.4.8) a) Naértnite trojuholnik s vrcholmi A = (2,2), B = (—1,3) a C = (0,0). Povazujuic tento
trojuholnik za polovicu nejakého rovnobeznika (ktorého?), vysvetlite preco je jeho obsah

1
obsah(ABC) = idet [ _? g ] .

b) Predpokladajme, Ze treti vrchol tentoraz bude C = (1, —4). Zdovodnite platnost vzorca:

1 1 oy 1 1 2 21
obsah(ABC) = —det | z2 y2 1 | =—-det| -1 3 1

2 2
T3 Y3 1 1 —4 1

Pomécka: odpocitanim tretieho riadku od prvych dvoch dostaneme:
2 2 1 1 6 0 1 6
det | —1 3 1 |(=det| -2 7 0 | =det [ 9 7 ] .
1 -4 1 1 -4 1

7. (4.4.9) Vysvetlite, ak chdpeme determinant ako objem, preco det 34 = 3™ det A pre maticu A typu
n X n.



8. (4.4.13) N4jdite vetky nepdrne permutdcie mnoziny {1, 2, 3,4}. Takéto permutédcie pochddzaji zo
zlozenia neparneho po¢tu riadkovych vymen. Potom pre determinant prislusnej matice plati det P, = —1.

9. (4.4.14) Nech o je permutdcia, ktora zobrazi (1,2,3,4,5) na (5,4,1,2,3).
(a) Kam zobrazi o2 piticu (1,2,3,4,5)?
(b) Kam zobraz{ o~ piticu (1,2,3,4,5)?

10. (4.4.16) Ukézte, ze ak budeme postupne ndsobif maticu A zlava tou istou permutactnou mati-
cou P — t.j. budeme opakovat td isti vymenu riadkov, niekedy sa prvy riadok opéat objavi na svojom
povodnom mieste. Skuste tiez ukazat, ze pre nejaké m dostaneme po m vymenach pomocou matice P
naspat povodnu maticu A, teda P™A = A.

11. (4.R.8,9) a) Ak su zlozky matice A celé ¢isla a det A je 1 alebo —1, ukézte, ze aj zlozky matice
A~! budi celoéislené. Néjdite nejaky 2 x 2 priklad (nediagonalny).

b) Ak si zlozky matic A aj A~! vsetky celocislené, ukaite, Ze oba determinanty si 1 alebo —1.
Pomécka: Aky je determinant siéinu AA™1?

12. (4.4.11) Aky je objem rovnobeznostena, ktorého styri vrcholy si (0,0,0), (—1,2,2), (2,—-1,2) a
(2,2,—1)7 Aké st dalsie styri jeho vrcholy?

13. (4.4.15) Nech matica P; zodpoveda nejakej pdrnej permutécii a Py nejakej nepéarnej. Odvodte zo
vztahu Py + Py = P (Pl + P{) P, to, ze det(Py + P) = 0.

Priklad od Dr. Djordje Milicevica: Majme maticu A typu 2007 x 2008 a maticu B typu 2008 x
2007. Je mozné aby platilo det AB =1 a det BA = 27



