Linedrna algebra a geometria I. — Domaéca tloha ¢. 12

Cvicenia v tyzdni 10. decembra 2007

1. (5.1.5) N4jdite vlastné hodnoty a vlastné vektory pre matice

3 4 2 0 0 2
A=10 1 2 a B=]10 20
0 00 2 00

Overte, ze sucéet A1 + Ao + A3 sa rovnd stope matice a sicin A\ A\ \3 sa rovnd determinantu.

2. (5.1.7) Predpokladajme, ze A je vlastnd hodnota matice A a x je prisludny vlastny vektor, t.j.
Az = .

(a) Ukazte, ze x je tiez vlastnym vektorom matice B = A — cI, kde ¢ € R. N4jdite vlastnd hodnotu
prislichajicu vektoru x.

(b) Predpokladajme, ze A # 0. Uk&zte, ze potom je z vlastnym vektorom matice A~! a néjdite
vlastni hodnotu.

3. (5.1.10) (a) Skonstruujte 2 x 2 matice A a B také, ze vlastné hodnoty sic¢inu AB nebudi stc¢inom
vlastnych hodnot matic A a B, podobne vlastné hodonoty A + B nebudu sti¢tom jednotlivych vlastnych
hodnot.

(b) Overte, ze napriek tomu sa sicet vlastnych hodnét matice A + B rovna sictu vsetkych vlastnych
hodnét matic A a B, podobne pre siciny. Preco je to tak?

4. (5.1.11) Ukézte, ze A a AT maji rovnaké vlastné hodnoty porovnanim ich charakteristickych
polynémov.

5. (5.1.12) N4jdite vlastné hodnoty a vlastné vektory pre maticu A = [‘g 2]

6. (5.1.13) Ak matica B m4 vlastné hodnoty 1, 2, 3, matica C' mé vlastné hodnoty 4, 5, 6 a matica
D m4 vlastné hodnoty 7, 8, 9, ¢o budi vlastné hodnoty 6 x 6 matice A =[5 §]?

7. (5.1.14) Néjdite hodnost a vsetky styri vlastné hodnoty pre matice

11 1 1 010 1
111 1 1010
A=17111 a B=1,1 91
111 1 1010

Aké vlastné vektory zodpovedaji nenulovym vlastnym vektorom?

8. (5.1.16) Nech A je 4 x 4 matica, ktorej zlozky st samé jednotky (ako v predoslom priklade). N4jdite
potom vlastné hodnoty a determinant matice A — I. Porovnajte tiez s prikladom 4.3.10 - du. ¢. 10,
priklad 10.

9. (5.1.18) Predpokladajme, ze matica A m4 vlastné hodnoty 0, 1, 2 a k nim vlastné vektory vg, v1,
vo. Opiste nulovy priestor a stlpcovy priestor matice A. RieSte rovnicu Ax = av; + bvy. Ukazte, ze
rovnica Ax = vg nem4 rieSenie.

10. (5.2.2) N4jdite maticu A, ktorej vlastné hodnoty si 1 a 4 a vlastné vektory k nim si [$] a [2].

11. (5.2.4) Ukdzte, ze ak md hornd trojuholnikovd 3 x 3 matica na diagoldle zlozky 1, 2 a 7, potom
je diagonalizovatelnd. Ako bude vyzerat matica A?

12. (5.2.6) (a) Ak A% = I, aké méze mat matica A vlastné hodnoty?
(b) Ak je takdto matica typu 2 x 2 a nerovnd sa I alebo —I, najdite jej stopu a determinant.
(c) Dopocitajte druhy riadok matice, ak je jej prvy riadok (3, —1).



13. (5.2.8) Predpokladajme, ze A = uvT, teda matica A vznikne vyndsobenim stipca riadkom (a m4
preto hodnost 1).

(a) Ukézte, prendsobenim matice A vektorom u, Ze u je jej vlastny vektor. Co bude A\?

(b) Aké si ostatné vlastné hodnoty (a preco)?

(c) Vypocitajte stopa(A) = vTu dvoma roznymi sposobmi — ako sticet prvkov na diagondle a ako sticet
vlastnych hodnot.

14. (5.2.9) Priamym vypoctom ukédzte, ze AB a BA majd rovnaki stopu, ked
|l a b g r
A_Ld} a B—{st].

Odvodte z toho, ze AB — BA = I nemoze nastaf. (Je to mozné iba pre zobrazenia na nekonecne
rozmernych priestoroch)



