Linearna algebra — Domaca tuloha ¢. 2

Cvicenia v tyzdni 6. oktébra 2008

1. (1.5.5) N4jdite LU rozklad pre maticu A, ako aj linedrny systém Ux = ¢ v hornom trojuholnikovom
tvare, ktory vznikne eliminédciou pre

2 3 3 u 2
Az =10 5 7 v | =1 2
6 9 8 w 5

2. (1.5.15 + rozsirenie) Najdite rozklady PA = LDU (a skontrolujte ich) pre

0 1 1 1 2 1
A=11 0 1 a A=12 4 2
2 3 4 1 1 1

V oboch pripadoch robte eliminaciu tak, ako ste zvyknuti, ale navySe si zapiSte kazdi elementarnu
maticu. V prvom pripade by Vam malo vyjst poradie P, E3 1, E32, teda rovnost E39FE31PA = U,
z ¢oho sa uz lahko d4 néjst rozklad.

V druhom pripade by poradie malo vyjst Ej 1, £ 5, P’, teda rovnost P'Ej 1 E; ;A" = U'. Matice P’
a Ejq, resp. Ej;, nekomutuju, ale plati P'E3; = Fy P’ pre nejaki int elementdrnu maticu Iy, a
tiez P'Es 1 = F31P' pre nejaku F3;. Ukdzte, ze matice Fy1 a F31 navzajom komutuji, ¢ize mozeme
prejst k rovnosti P'Ej 1 Ey (A" = F31F, 1 P’A" = U'. Vysvetlite ¢o postupnost operacii danych mati-
cami P, Fy 1 a F3 1 robi so systémom, a aky je vyznam danej maticovej rovnosti P'Ej 1 5 | = F31F5 1 P'.

3. (1.5.18) Rozhodnite ¢i s nasledujice systémy singuldrne alebo reguldrne, ¢i nemaji ani jedno,
préve jedno alebo nekonecne vela rieSent:

v—w =2 v—w =0 v+w =1
U—v =2, U—v =0 a u+v =1.
u  —w =2 u —w=0 u  Hw=1

4. (1.6.2) a) N4jdite inverzné matice k permuta¢nym maticiam

0 0 1
0 a P132 = 1 0 0
0 01 0

b) Vysvetlite preco je pre permutaéné matice P~ vZdy rovnakd ako PT. Ukéazte, ze jednotky v sticine
PPT budi na spravnom mieste a naozaj dostaneme PPT = I.

5. (1.6.4) (a) Ak je A invertibilnd matica a AB = AC, dokézte, 7e B = C.
(b) Pre A = [} 3] ndjdite matice B a C, pre ktoré AB = AC ale B # C.

6. (1.6.6) N4jdite inverzné matice k maticiam

100 2 -1 0 00 1
Ay=|11 1], -1 2 -1, 01 1
00 1 0 -1 2 111

7. (1.6.9) Pre maticu

SO O NN
OO W
O O 0 =
© J O

=



elimindcia zlyha. Ukazte, Ze k takejto matici neexistuje inverzna. Treti riadok inverznej matice A1
ndsobeny maticou A by mal dat treti riadok st¢inu A='A = I. Preco je to nemozné?

8. (1.6.12) Ktoré z vlastnosti matice sa zachovdvaji aj pre maticu k nej inverzni?

a) A je trojuholnikova,

b) A je symetricka,

c¢) A je tridiagonélna (t.j. nenulové prvky moézu byt iba na hlavnej diagondle a na dvoch diagondlach
s nou susediacich),

d) vsetky zlozky A s celé ¢isla,

e) vietky zlozky A su raciondlne ¢isla.

9. (1.6.14) Ukdzte, Ze (aj) pre obdlznikové matice st matice AAT a AT A vidy symetrické. Ukdzte
na priklade, ze sa tieto matice nemusia rovnat, a to ani pre §tvorcové matice.

10. (1.6.16) (a) KoIko je navzdjom nezavislych zloziek v symetrickej matici typu n x n?
(b) Kolko je navzdjom nezavislych zloziek v antisymetrickej matici typu n x n?

11. (1.6.17) (a) Ak v rozklade A = LDU méame na diagondlach trojuholnikovych matic L a U
jednotky, ako bude vyzeraf rozklad matice AT? Vsimnite si, ze matice A a AT (v pripade, Ze pocas
eliminécie nedochddza k vymene riadkov) maji rovnaké vedice prvky.

(b) Ako vyzerd vyzers systém v hornom trojuholnikovom tvare pre ATy = b?

12.*% (1.6.23) Nech A a B sd §tvorcové matice. Ukézte, ze I — AB je invertibilna préve vtedy, ked
I— BA je invertibilnd. Vyjdite z rovnosti B(I — AB) = (I — BA)B. Venujte $pecidlnu pozornost pripadu,
ked je matica B singuldrna.



