Linearna algebra — Doméca uloha ¢. 11

Cvicenia v tyzdni 15. decembra 2008

1. (4.R.16) Ngjdite det A ak a;; =i+ j.

2. (4.R.19) Vysvetlite preco bude bod (z,y) lezat na priamke prechddzajicej cez body (2,8) a (4,7)
vtedy, ak

det

AN
N o

1
1| =0, alebo z+ 2y —18 =0.
1

3. (4R.23) Ak C =[] a D=4 "], potom rovnicu CD = —DC mozeme prepisat ako

2a c b 0 U 0

_ b a+d 0 b v | |0
CD+DC=0 alebo . 0 a+d e w !l =10
0 c b 2d z 0

(a) N4jdite determinant tejto 4 x 4 matice A.
(b) Ukézte, ze det A =0 ak a + d = 0 alebo ad — be = 0.
Vo vsetkych ostatnych pripadoch méze nastat CD = —DC iba pre D = [ 9].

4. (4.3.9) Ukazte, ze pre pre v8eobecné matice typu 4 x 4 rozdelené na podbloky velkosti 2 x 2 plat{

A B A B

det[OD C D

] = det Adet D, ale det [ ] % det Adet D — det Bdet C.

5. (4.3.12) Zistite aké znamienko prislicha v determinante 5 x 5 matice sU¢inu a15a24033a42051. Inymi

slovami, je permutdcia o = (£233%9) parna alebo neparna?

6. (4.3.13) Ak matica A je typu m X n a B je typu n x m, ukdzte, ze

0 A

-B I

det[ B I

} = det AB. (Pomécka: vynéasobte sprava maticou det [ ro })

Overte tuto rovnost na nejakom priklade s m < m a inom s m > n. Preto v druhom pripade vzdy
dostaneme det AB = 07

7. (4.4.1) Najdite determinant a vSetkych devéat clenov A;; pre maticu

1 2 3
A=[10 4 0
0 0 5

Overte, ze A krat Aaqj je (det A)-ndsobok jednotkovej matice. N4jdite A1,

8. (4.4.6) a) N4jdite determinant matice M, ktord vznikne z jednotkovej matice nahradenim j-teho
stlpca vektorom z:

Tn 1
b) Ak Az = b, ukazte, ze matica AM je rovnd matici B; z Cramerovho pravidla (B; vznikne z matice

A nahradenim j-teho stfpca pravou stranou b).
¢) Odvodte Cramerovo pravidlo zobranim determinantov v rovnosti AM = B,.

1



9. (4.4.8) a) Nacrtnite trojuholnik s vrcholmi A = (2,2), B = (—1,3) a C = (0,0). Povazujic tento
trojuholnik za polovicu nejakého rovnobeznika (ktorého?), vysvetlite preco je jeho obsah

1
obsah(ABC) = idet { 7? g ] .

b) Predpokladajme, ze treti vrchol tentoraz bude C' = (1, —4). Zd6vodnite platnost vzorca:

1 1 oy 1 1 2 2 1
obsah(ABC)=-det | 2 y2 1 | =-det| =1 3 1

2 2
r3 Y3 1 1 -4 1

Pomécka: odpocitanim tretieho riadku od prvych dvoch dostaneme:
2 2 1 1 6 0 1 6
det | —1 3 1 |(=det| -2 7 0 | =det { 9 7 ] .
1 -4 1 1 -4 1

10. (4.4.9) Vysvetlite, ak chdpeme determinant ako objem, preco det 3A = 3™ det A pre maticu A
typu n X n.

11. (4.4.13) Néjdite vSetky neparne permutdcie mnoziny {1, 2, 3,4}. Takéto permutécie pochadzaji zo
zlozenia neparneho poctu riadkovych vymen. Potom pre determinant prislusnej matice plati det P, = —1.

2. (4.4.14) Nech o je permutécia, ktord zobrazi (1,2,3,4,5) na (5,4, 1,2,3).
(a) Kam zobrazi o2 piticu (1,2,3,4,5)?
(b) Kam zobraz{ o1 piticu (1,2,3,4,5)?

13. (4.4.16) Ukézte, ze ak budeme postupne ndsobit maticu A zlava tou istou permutacnou mati-
cou P — t.j. budeme opakovat ti istil vymenu riadkov, niekedy sa prvy riadok opat objavi na svojom
povodnom mieste. Skuste tiez ukdzat, Ze pre nejaké m dostaneme po m vymendch pomocou matice P
naspat povodnu maticu A, teda P™A = A.

14. (4.R.8,9) a) Ak su zlozky matice A celé ¢isla a det A je 1 alebo —1, ukézte, ze aj zlozky matice
A~! budi celoéislené. Najdite nejaky 2 x 2 priklad (nediagonalny).

b) Ak si zlozky matic A aj A~! vetky celocislené, ukdzte, Ze oba determinanty si 1 alebo —1.
Pomécka: Aky je determinant sicinu AA~1?

15. (4.4.11) Aky je objem rovnobeznostena, ktorého Styri vrcholy su (0,0,0), (—1,2,2), (2,-1,2) a
(2,2,—1)7 Aké st dalsie styri jeho vrcholy?

16. (4.4.15) Nech matica P; zodpovedd nejakej pdrnej permutécii a Py nejakej nepéarnej. Odvodte zo
vztahu Py + Py = Py (Pl + PL)P; to, ze det(Py + Py) = 0.

Priklad od Dr. Djordje Milicevi¢a: Majme maticu A typu 2007 x 2008 a maticu B typu 2008 x
2007. Je mozné aby platilo det AB =1 a det BA = 27



