Linearna algebra — Domaéca tloha ¢. 13

Na precvicenie uciva z posledného tyzdna semestra, pred skuskou.

1. (4.3.12) Zistite aké znamienko prislicha v determinante 5 X 5 matice su¢inu a15a24a33a42a51. Inymi

slovami, je permutdcia o = (£233%9) parna alebo neparna?

2. (4.4.1) Néjdite determinant a vSetkych devéat clenov A,; pre maticu
1 2 3
A=|0 4 0
0 0 5
Overte, Ze A krat Aaq; je (det A)-ndsobok jednotkovej matice. Ndjdite A~.

3. (4.4.6) a) Néjdite determinant matice M, ktora vznikne z jednotkovej matice nahradenim j-teho
stlpca vektorom z:

b) Ak Az = b, ukazte, ze matica AM je rovnd matici B; z Cramerovho pravidla (B; vznikne z matice

A nahradenim j-teho stfpca pravou stranou b).
c¢) Odvodte Cramerovo pravidlo zobranim determinantov v rovnosti AM = B;.

4. (4.4.8) a) Nacrtnite trojuholnik s vrcholmi A = (2,2), B = (—1,3) a C' = (0,0). Povazujic tento
trojuholnik za polovicu nejakého rovnobeznika (ktorého?), vysvetlite preco je jeho obsah

1
obsah(ABC) = - det { 2 } .

b) Predpokladajme, Ze treti vrchol tentoraz bude C = (1, —4). Zdovodnite platnost vzorca:

1 rr oy 1 1 2 21
obsah(ABC) = 3 det | o yo 1 | = 3 det | -1 3 1
r3 yz 1 1 —4 1

Pomécka: odpocitanim tretieho riadku od prvych dvoch dostaneme:

2 2 1 1 6 0 1 6
det | —1 3 1 [ =det| -2 7 0 | =det [ 9 7 ] .
1 -4 1 1 -4 1

5. (4.4.13) N4jdite vSetky nepdrne permutdcie mnoziny {1, 2, 3,4}. Takéto permutédcie pochddzaji zo
zlozenia neparneho po¢tu riadkovych vymen. Potom pre determinant prislusnej matice plati det P, = —1.

6. (4.4.14) Nech o je permutdcia, ktora zobrazi (1,2,3,4,5) na (5,4,1,2,3).
(a) Kam zobrazi o2 piticu (1,2,3,4,5)?
(b) Kam zobraz{ o~ piticu (1,2,3,4,5)?

7. (4.4.16) Ukdzte, ze ak budeme postupne ndsobit maticu A zlava tou istou permuta¢nou mati-
cou P — t.j. budeme opakovat ti istd vymenu riadkov, niekedy sa prvy riadok opat objavi na svojom
povodnom mieste. Skuste tiez ukézat, ze pre nejaké m dostaneme po m vymenach pomocou matice P
naspat povodnu maticu A, teda P™A = A.

8. (4.R.8,9) a) Ak su zlozky matice A celé ¢isla a det A je 1 alebo —1, ukdzte, ze aj zlozky matice
A~! budi celoéislené. Néjdite nejaky 2 x 2 priklad (nediagonalny).
1



b) Ak si zlozky matic A aj A~! vetky celoc¢islené, ukdzte, Ze oba determinanty si 1 alebo —1.
Pomécka: Aky je determinant sicinu AA~1?

9. (4.4.11) Aky je objem rovnobeznostena, ktorého styri vrcholy sa (0,0,0), (—1,2,2), (2,-1,2) a
(2,2,—1)7 Aké st dalsie styri jeho vrcholy?

10. (4.4.15) Nech matica P; zodpovedd nejakej parnej permutécii a P, nejakej neparnej. Odvodte zo
vztahu P, + Py = P;(PL + PL)P, to, ze det(P; + P) = 0.

11. (4.R.19) Vysvetlite preco bude bod (z,y) lezat na priamke prechddzajicej cez body (2,8) a (4,7)
vtedy, ak

det

AN
N o

1
1] =0, alebo r+ 2y —18 =0.
1

12. Determinanty maju pomerne ddvnu histériu. Asi prvou zmienkou je list od Leibniza, ktory v
roku 1683 napisal de I’'Hopitalovi nieco takéto:
”Systém rovnic
a1 + a12¢ + a13y =0
az1 + a2 + azy =0
asi + azer + azzy =0
m4 rieSenie (z,y) vtedy, ked
a11a22a33 + Q120423031 + A13021A32 = A11a23032 + Q12021033 + A13022031.”

Dokazte toto Leibnizovo tvrdenie, vysvetlite suvis s determinantami a porovnajte s prikladom ¢. 4.

Priklad od Dr. Djordje Miliceviéa: Majme maticu A typu 2011 x 2012 a maticu B typu 2012 x
2011. Je mozné aby platilo det AB =1 a det BA = 27



