Linearna algebra — Domaéca uloha ¢. 7

Cvicenia v tyzdni 18. novembra 2013

1. (3.1.6) V R3 najdite vsetky vektory, ktoré st kolmé na vektory (1,1,1) a (1,—1,0). Vytvorte z
tychto vektorov bazu R3, v ktorej budi vsetky vektory navzdjom ortogondlne a budid mat jednotkovii
dlzku (tvoria tzv. ortonormdinu bazu).

2. (3.1.8) Nech V' a W si ortogondlne podpriestory. Ukézte, ze iba nulovy vektor patri do oboch z
nich, t.j. VN W = {0}.

3. (3.1.11) Tvrdenie o riesitelnosti systémov linedrnych rovnic sa dé formulovat pomocou tzv. Fred-
holmovej alternativy: pre kazdé A a b ma prave jeden zo systémov rieSenie

(i) Az =0 (i) ATy=0, y'v#£0.

Inymi slovami, bud b patri do stipcového priestoru S(A) alebo existuje y v N'(AT) také, ze yTb # 0.
Ukézte, ze rovnice (i) a (ii) nemézu mat rieSenie zdroven.

4. (3.1.14) Ukazte, ze © — y je kolmé na = + y préve vtedy, ked ||z|| = ||y||.

5. (3.1.19) Pravda/Nepravda. Zdévodnite.
a) ak V je ortogondlne k W, potom aj V1 je ortogondlne k W+,
b) Ak V je ortogondlne k W a W je ortogonélne k Z, potom aj V je ortogondlne k Z.

6. (3.1.22) Nech S je podpriestor R* tvoreny vektormi spiflajﬁcimi T1 + 29 + 23 + x4 = 0. Najdite
bézu priestoru S+, t.j. priestoru vektorov kolmych na S.

7. (2.6.19) Vo vektorovom priestore P3(t) polynémov stupiia 3, t.j. p(t) = ag + a1t + ast? + ast?,
majme podmnozinu S polynémov Spfﬁajﬁcich fol p(t)dt = 0 € R. Overte, ze S je podpriestor a najdite
jeho bazu.

Pozn. Pouzite vzorec fol thdt = %H Vsimnite si, ze zobrazenie p(t) — fol p(t)dt je linedrna trans-
formdcia z P5(t) do R a mnozina S jej jadro.

8. (3.1.17) Nech V je ortogondlny doplnok podpriestoru W v R™. Existuje matica, ktorej riadkovy
priestor je V a nulovy priestor je W7 Vychadzajuc z bazy priestoru V', ukdzte ako by sa skonstruovala
taka matica.

9. (3.1.20) Nech S je podpriestor R”. Vysvetlite, ¢o znamend rovnost (S+)*+ = S a preco plati.

10. (3.2.3) Aky ndsobok vektora a = (1,1,1) je najblizsie k bodu b = (2,4, 4)? N4jdite tiez najblizs
bod k bodu a na priamke prechadzajicej cez b.

11. (3.2.5) Aky uhol zviera vektor (1,1,...,1) v R™ so stiradnicovymi osami? Ako vyzerd projekcia
na priamku danu tymto vektorom?

12. (3.2.8) Molekula meténu CHy vyzerd tak, ze atém uhlika je v strede pravidelného stvorstena a
Styri atémy vodika st v jeho vrcholoch. Ak si za vrcholy vyberieme body (0,0,0), (1,1,0), (1,0,1) a
(0,1,1), potom dfzky véetkych hran medzi nimi budd v/2, teda naozaj ide o pravidelny stvorsten. Aky
je kosinus uhla medzi dseckami spajajicimi stred (3, 1,1) s vrcholmi? Ak4 je velkost tohto uhla?

13. (3.2.11) a) Najdite projeként maticu P; zobrazujicu rovinu R? na priamku dant vektorom

a = [4] a maticu P, zobrazujicu rovinu na priamku s nou kolmd.

b) Vypocitajte Py + Py a Py Py. Vysvetlite.



14. (3.2.13) Ukézte, ze stopa matice P = aa’ /aTa — t.j. sicet zloziek na jej diagonale — sa vzdy
rovnd 1.

15. (3.2.16) Predpokladajme, ze P je projekénd matica na priamku prechddzajicu cez a.

a) preco je skaldrny sdicin vektorov x a Py rovnaky ako skaldrny stucin vektorov Pz a y?

b) st aj uhly medzi nimi rovnaké? Porovnajte ich kosinusy pre a = (1,1,—-1), = (2,0,1) a y =
(2,1,2).

¢) Preco je skaldrny stcin vektorov Px a Py opéf rovnaky? Aky je uhol medzi tymito dvoma vektormi?



