Linearna algebra a geometria II. — Domaca uloha ¢. 3

Cvicenia v tyzdni 3. marca 2008

1. Rieste systém linedrnych rovnic Az = b, kde

1 1 0 0 1
A= 1 0 1 s B = 0 a B = -1
1 -1 -1 0 1
a) v obore Q, b) v Zs, c) v Zs, d) v Z7

2. Kolko prvkov mé vektorovy priestor Z?

3. a) N4jdite vsetky invertibilné matice typu 2 x 2 s koeficientami v poli Zy. (Mnozinu takychto matic
zmacime GLy(Z3)).

b) N4jdite vSetky invertibilné matice typu 2 x 2 s koeficientami v poli Zz. (Mnozina GLy(Zs)). Kolko
z nich m4 determinant 1?7 (Mnozina znacend SL2(Z3)).

4. Nech V je vektorovy priestor nad polom C dimenzie n. Ukézte, ze V je 2n-rozmerny redlny vek-
torovy priestor.

5. Komplexnd n x n matica sa nazyva hermitovskd, ak pre vsetky ¢,j plati a;; = a;;. Ukazte, zZe
hermitovské matice tvoria redlny vektorovy podpriestor v priestore komplexnych matic M, ,(C), ndjdite
jeho bézu a urcite jeho dimenziu. Ukazte tiez, ze hermitovské matice netvoria komplexny vektorovy
podpriestor v M, ,,(C).

6. Pre permutacni maticu

01 0 0
0 010
A_OOOI’
1 0 0 0

néajdite jej vlastné hodnoty, vlastné vektory a diagondlny tvar.

7. (5.5.2) Co sa dé& povedat o:

i) sicte komplexného ¢isla s ¢islom s nim zdruzenym?
ii) komplexnom zdruzenf{ ¢isla na jednotkovej kruznici?
iii) suc¢ine dvoch ¢isel z jednotkovej kruznice?

iv) stucte dvoch ¢&isel z jednotkovej kruznice?

8. (5.5.4) N4jdite hodnoty a a b pre komplexné ¢isla a +ib na jednotkovej kruznici, ktorych argument
zodpovedd uhlom 6 = 30°, 60°, 90°. Overte, ze druhd mocnina prvého z nich sa rovna druhému a jeho

tretia mocnina tretiemu.

9. (5.5.6) Néjdite dizky a (hermitovsky) skaldrny siéin pre
[2-4 [ 2+4i
T = 4 a y = 4 .

10. (5.5.7) Napiste maticu A a spocitajte C = A" A ak

1 i 0
A[i 0 1}

Aky je vztah medzi C a CH? Plati nie¢o podobné pre kazdd maticu C, ktord sa da zapisat ako A7 A?

11. (5.5.9) a) Ako stivisi determinant matice A¥ s determinantom matice A?
1



b) Dokézte, ze determinant fubovolnej hermitovskej matice je redlne ¢islo.

12. (5.5.22) Pre kazdi komplexnt maticu Z vieme néjst rozklad na jej hermitovsku a anti-hermitovski
cast: Z = A+ K. Podobne ako pri rozklade komplexného ¢isla z = a+ ib dostaneme jeho redlnu cast ako
%(2—4—2), moézeme uvazovat “redlnu éast” matice Z ako polovicu Z+ Z¥ . N4jdite vzorec pre “imagindrnu
cast” K a ndjdite rozklady A + K pre nasledujice matice:

| 3+ 442 _ i1
Z‘[o 5 } N Z_[ii]'
Pozn. Komplexna matica K sa nazyva anti-hermitovskd (alebo aj koso-hermitovska), ak ak pre vsetky
1,7 plati a;; = —aj;.

13. N4jdite chybu v nasledujicom “dokaze” toho, ze kazdé vlastna hodnota matice s redlnymi zlozkami
je redlne ¢islo:

Rovnost Az = Az moézme zlava prendsobit z”, éfm dostaneme z7 Az = A\zTx. Z toho A =
je pre x € R™ vzdy reélne ¢islo.

(Porzite tiez str. 295 v knizke)
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