Linearna algebra a geometria II. — Domaéca tloha ¢. 4

Cvicenia v tyzdni 10. marca 2008

1. (5.5.10) a) Kolko stupniov volnosti maji redlne symetrické matice, redlne diagondlne matice a
redlne ortogondlne matice?

Pozn. stupen volnosti uddva dimenziu prislusného priestoru matic, t.j. pocet volnych parametrov,
ktoré mozeme nezavisle na sebe menit a stale zotrvat v danom priestore. Odpoved v prvom pripade je
stiétom zvysnych dvoch, vdaka rozkladu A = QAQT.

b) Ukazte, ze 3 x 3 hermitovské matice maji 9 (redlnych) stupnov volnosti a unitdrne matice maji
6. (Stipce a riadky matice U mézeme nasobit Tubovolnym e*.)

2. (5.5.11) Nasledujtice redlne symetrické matice vyjadrite v tvare \jzflz; + Aozlfzs 7 vety o
spektralnom rozklade:

[N
N[ =0 =
—_
O
I
| —
—_ O
o =
—_
=
I
| —
=~ Lo
|
W
—_

3. (5.5.12) Pravda/Nepravda. Zdovodnite v pravdivom pripade a néjdite protipriklad v nepravdivom:
a) Ak A je hermitovskd matica, potom A + ¢I je invertibilnd.

b) Ak Q je ortogondlna matica, potom @ + %I je invertibiln4.

¢) Ak A m4 redlne zlozky, potom A + il je invertibiln4.

4. (5.5.14) Pre nasledujice matice rozhodnite ¢i patria do nizsie uvedenych maticovych mnozin.

010 0 111 1
0010 111111
A=10 0 01 a B=7111 11
100 0 1111

Mnoziny ortogonalnych, invertibilnych, projekénych, permutacnych, hermitovskych, diagonalizovatel-
nych, symetrickych a markovovskych matic a mnozina matic hodnosti 1.

5. (5.5.16) Uvedte jeden vyznamny fakt o vlastnych hodnotéch

a) redlnej symetrickej matice,

b) stabilnej matice; t.j. vSetky rieSenia systému du/dt = Au konverguji do nuly,
c¢) ortogondlnej matice,

) markovovskej matice,
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e) nediagonalizovatelnej matice,
f) singuldrnej matice.

6. (5.5.17) Ukdazte, ze ak si matice U a V unitdrne, potom je unitdrnou maticou aj ich sucin UV.
Vyuzite podmienku U#U = I.

7. (5.5.18) Ukdite, Ze determinant unitdrnej matice spliia |det U| = 1, ale determinant sa nemust
nutne rovnat jednotke. Tiez ukdzte, ze matice U a UH mozu mat rozne determinanty. Opiste vietky
2 x 2 unitdrne matice.

8. (5.5.19) Najdite tretf stipec matice

1/V3 i/v2
U=|1/V/3 0 ;
i/V3 1/V2

tak aby bola unitdrna. Aku velki volnost pri takomto vybere mame?



9. (5.5.20) Diagonalizujte 2 x 2 anti-hermitovski maticu K = [??]. Spocitajte eX* = SeS~1 a
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overte, ze e je unitdrna matica pre kazdi hodnotu parametra t. Co bude %eK tpret =07

10. (5.5.21) Néjdite vsetky 3 x 3 matice, ktoré su sticasne hermitovské, unitdrne aj diagonélne. Kolko
ich bude?

11. Ak vynasobime hermitovskid maticu A redlnym ¢islom ¢, bude potom aj matica cA hermitovska?
Ak zvolime ¢ = i, ukdzte, Ze potom bude ¢A anti-hermitovskd. Vysvetlite ako tento fakt stvisi s vetou
o vlastnych hodnotach hermitovskych a anti-hermitovskych matic.

12. Ako stvisia vlastné hodnoty matice A7 s vlastnymi hodnotami matice A?
13. Ukézte, ze inverznd matica k hermitovskej (ak existuje) je opdf hermitovska.

14. Ak A+ iB je unitdrna matica (A aj B su redlne matice), ukdzte, ze QQ = [A *AB] je ortogonalna

matica.

15. Ak A = R+ 1S je hermitovska matica, budd redlne matice R a S symetrické?



