Linearna algebra a geometria II. — Domaca uloha ¢. 7

Cvicenia v tyzdni 7. aprila 2008

1. (5.6.31) Vypiste vetky moznosti pre Jordanov tvar 5 x 5 matice, ktord md nulu ako patndsobni
vlastni hodnotu. (Zvykom byva zacat vacsimi blokmi v Tavom hornom rohu a postupne prejst k naj-
mensim idic dole po diagondle matice J.)

Ukéazte, ze v pripade, ak ma matica dva linedrne nezavislé vlasnté vektory mame dve moznosti pre
Jordanov tvar J.

2. Ukézte,ze ak si matice A a B podobné, t.j. B = M~'AM, potom s ich minimélne polynémy
ma(z) a mp(x) rovnaké.

3. Nech J a J’ si blokové matice tvaru

Ji Jo,
Jo Jos

Jk Jak

kde o je nejakd permutdcia. Ukdzte, Ze matice J a J' st podobné.
Pozn. Maticu J' dostaneme z J poprehadzovanim blokov, ¢o zodpovedd zmene poradia bazovych
vektorov e;.

4. (5.R.25) a) N4jdite nenulovi maticu N, takd aby N3 = 0.
b) Ukdzte, ze ak Nx = Az, potom A musf{ byt nula.
c¢) Dokézte, ze N (ktord sa nazyva nilpotentnd) neméze byt symetricka.

5. Ukézte, ze AT je vzdy podobnd matici A. Vieme, ze vlastné hodnoty maji rovnaké, problém by
mohol byt v struktire vlastnych vektorov.

a) Pre A skladajicu sa z jedného bloku J; najdite maticu M; takd aby Mi_lJiMi =Jr.

b) Pre A v Jordanovom tvare poskladajte maticu My z mensich blokov tak, aby M(;lJMo =JT,

c) Pre vieobecnti maticu A = MJM~! ukazte, ze AT je podobna J7 a tym padom aj J a A.

6. Majme matice A a B. Vychadzajic z rovnosti
I —-A AB 0 I A| |0 O
0 1 B 0 0 I | | B BA
ukazte, ze AB a BA maju rovnaké vlastné hodnoty.

Pozn.: porovnajte s prikladom ¢. 4 v domédcej tlohe ¢. 4. Vedeli by ste ndjst také A a B aby matice
AB a BA neboli podobné?

7. Pravda/Nepravda. Zdovodnite.

a) Reguldrna matica nemdze byt podobnd singuldrnej matici.

b) Symetrickd matica nemdze byt podobnd matici, ktord nie je symetricka.
¢) Matica A nemdze byt podobnd matici —A okrem pripadu ak A = 0.

d) A — I nemo6ze byt podobnd matici A + 1.

e) matica [3 9] je podobnd matici [3 }].

f) matica [3 9] je podobnd matici [§ 1].

8. Nasledujice Jordanove matice maji nulu ako $tvornasobni vlastni hodnotu, maji dva linearne
nezavislé vektory, ale velkosti ich blokov sa nezhodujd. Preto matica J nie je podobnd matici K:




Pre lubovIint maticu M provnajte JM a M K. Ak sa rovnaju, ukazte, ze M nie je invertibilnd, a teda
rovnost M ~'JM = K nemdze nastat.

9. (B.5) Skiste najst Jordanov tvar pre nasledujice matice “nahliadnutim” - t.j. snazte sa pouzit ¢o
najmenej vypoctov:
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10. Ako stvisia velkosti blokov Jordanovho kanonického tvaru J pre maticu A s exponentami d;
vo faktorizacii minimalneho polynému ma(z) = (z — )% (z — A2)% ... (2 — \n)¥? Co to hovorf o
diagonalizovatelnosti matice A7

11. (B.1) Pre nasledujice matice ndjdite Jordanov tvar tak, ze zopakujete jednotlivé kroky z dékazu
o jeho existencii (prednéska, resp. Appendix B).
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12. (B.3) Pre maticu B z predchadzajiiceho prikladu néjdite eB* ako Me’* M1 a porovnajte vysledok
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so suc¢tom nekone¢ ného radu I + Bt +

13. (B.7) Predpokladajme, Ze matica A splita rovnicu A% = A. Ukdite, Ze jej Jordanov tvar J =
M~YAM tiez splia J? = J. Kedze bloky na diagonéle sa pri ndsobeni navzajom nekombinujui, toto
znamens, ze JZ = J; pre kazdy z blokov. Priamym vypoétom ukazte, Ze potom kazdy blok J; musi byt
velkosti 1 x 1 a J; = [0] alebo J; = [1]. Inymi slovami, A je podobna diagondlnej matici s nulami a
jednotkami na diagonale.

Ako sa dé geometricky interpretovat zobrazenie dané maticou A7 Ako sa d4 nahliadnut Ze vlastné
vektory budu tvorit bdzu a vlastné hodnoty budd prave nuly a jednotky?



