Linearna algebra a geometria II. — Domaca uloha ¢. 8

Cvicenia v tyzdni 14. aprila 2008

1. Nech nxn matica A reprezentuje linedrne zobrazenie T' : R™ — R™. Ukdzte, Ze vlastné podpriestory
Vi, zlozené z prislusnych zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A, st invariantné vzhladom na li-
nedrnu transforméciu 7', t.j. T(Vy) = V.

2. Pre matice

0 1 0 0 01 00
0 0 1 0 00 10
A=19 0 0 1 a  B=1 4349 01
ap ai a2 as -1 4 -6 4

néjdite ich charakteristické polynémy. Pre maticu B néjdite aj jej Jordanov tvar.

3. a) Pouzitim Cayley-Hamiltonovej vety ndjdite vzorec pre A~! obsahujici mocniny matice A, det A
a koeficienty jej charakteristického polynému.
b) Overte spravnost tohto vzorca pre 2 x 2 matice priamym vypoctom.

4. Najdite vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice %% = Au pre A = [21].

5. (B.5) N4jdite Jordanov tvar J a maticu M pre maticu B (jej vlastné hodnoty si 1, 1, 1, —1)

1 -1 0 -1
0 2 0 1

B=1_9 1 1 1
2 -1 2 0
6. Majme maticu
7 -3 1 -1
A -1 5 1 -1

1 -1 7T =3
1 -1 -1 5

a vektorovy podpriestor V' C R* generovany vektormi v; = (0,1,0,1)7 a vy = (3,1,3,1)7. Ukézte, ze
linearne zobrazenie T" dané maticou A zobrazuje vektorovy podpriestor V' sam na seba. Najdite 2 x 2
maticu A’, ktord opisuje linedrne zobrazenie T : V' — V v béaze (v1,v2), nédjdite jej vlastné hodnoty a
prislusné vlastné vektory vo V.

N3jdite dvojrozmerny vektorovy podpriestor W C R*, tak aby W bol tiez invariantny vzhladom na
T,VAW={0}aVaeW=R.

7. Néjdite vietky redlne 2 x 2 matice splajice A2 = I.
8. Nech A je nilpotentnd matica (t.j. A¥ = 0 pre nejaké k). Ukdazte, ze det(A + I) = 1.

9. Matica A sa nazyva unipotentnd ak je matica T'— I nilpotentnd. Néjdite charakteristicky polyném
unipotentnej matice A. Co budu jej vlastné hodnoty?

10. Nech A je 2x2 matica. Z Cayley—Hamiltonovej vety vyplyva, Ze vietky vyssie mocniny matice A si
linedrnymi kombinaciami matic I a A. Preto mozme ocakévat ze aj e” bude ich liendrnou kombinéciou.
a) Ukézte, ze ak a a b st vlastné hodnoty 2 x 2 matice A a a # b, potom
b a a b
ae’ — be e’ —e
e = I+ A.
a—b a—b

b) N4jdite spravny vzorec pre pripad ak A ma dvojndsobnu vlastni hodnotu.




11. Nech A je komplexnd n x n matica spiﬁajﬁca AF = I pre nejaké k. Ukéite, ze jej Jordanov tvar
je diagonalna matica. Aké mozu byt vlastné hodnoty matice A7

12. (6.1.2) Rozhodnite ¢ si nasledujice matice kladne definitné, a pre kazdd z nich rozndsobte
kvadratickd formu f = 27 Ax:

R L A i |

Determinant v ¢asti b) je nulovy; pozdii ktorej priamky bude forma f nulova?

13. (6.1.3) Ak 2 x 2 matica spiﬁa podmienku a > 0 a ac > b?, najdite vlastné hodnoty ako korene
charakteristickej rovnice det(A — AI) = 0 a ukazte, Ze st obe kladné.



