Linearna algebra a geometria II. — Doméca tloha ¢. 11

Cvicenia v tyzdni 5. méaja 2008

1. Ak na vektorovom priestore P3 skladajiceho sa z polynémov stupna nanajvys 3 zavedieme skalarny
sucin ako (p(z),q(z)) = fol p(x)q(x)dx, mdzeme ho pre bazu pg = 1, p; = x, po = 22 a p3 = 23 vyjadrit
pomocou matice
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a) Overte, ze LDLT rozklad tejto matice bude:
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b) Overte, ze Gram-Schmidtovou ortogonalizdciou vektorov pg, p1, p2 a ps dostaneme tzv. posunuté
Legendrove polynémy qo =1, ¢ =z — %, G =2>—z+ % aqs =23 — %xg + %x — %.

c¢) Njdite inverzni maticu L~! a porovnajte jej riadky s koeficientami posunutych Legendrovych
polynémov. Tiez spocitajte |¢;|?> = (¢;,q;) pre i = 0,1,2,3. Vysvetlite.

Na stranke http://www.uni-bonn.de/ manfear/matrixcalc.php sa da najst maticovd kalkulacka,
ktora pracuje so zlomkami, ale zd4 sa, ze pri LU-rozklade matice A sa myli. O posunutych Legendrovych
polynémoch sa pise napriklad tu: http://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial.html

2. Nech 2 x 2 redlna symetrickd matica A ma vlastné hodnoty A, a Ay a vlastné vektory ¢; a gs.

a) Zdoévodnite preco moézeme predpokladat ze ¢ = [‘;’jg] a gy = [_223] Vyjadrite zlozky matice
A rozndsobenim pravej strany rovnosti A = QAQ!.

b) Predpokladajme, ze vlastnd hodnota A; je kladnd a A2 je zdporna. Pre vektor z, ktory si mozeme
vyjadrit ako x = c¢1q1 + c2¢o néjdite riegenie rovnice 27 Az = 0.

c) Naértnite obrazok hyperboly 7 Az = 1, ako aj 27 Az = —1. Vsetky potrebné tidaje totiz uz mame
— osi oboch hyperbol st vlastné vektory matice A, asymptoty sme spocitali v ¢asti b) a vzdialenost
vrcholov od pociatku suvisi s velkostou vlastnych hodnot.

3. Nech T je transformdcia roviny (afinného priestoru R?), ktord ju otoéf o uhol o proti smeru
hodinovych ruciciek okolo bodu (a,b)”. N&jdite predpis pre obraz vieobecného bodu z = (z,22)7 v
transformacii 7.

Ndvod: Najprv posunieme rovinu o vektor (—a, —b)T', potom otoé¢ime o uhol « okolo poéiatku (tomu

zodpoved4 nésobenie nejakou maticou) a nakoniec posunieme naspit o vektor (a,b)”.
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N4jdite ich vzdialenost.

Ndvod: Najdite vektorovy podpriestor V', ktory bude kolmy na obe priamky. Najdite projekcie priamok
p a q do priestoru V. Vzdialenost priamok by mala byt vzdialenostou tychto dvoch projekcii. Tiez
zdovodnite, preco projekciami budi body a nie priamky.

Alternativny ndvod: Vzdialenost priamok spliia d(p,q) = minxepyeqd(X,Y), z oho sa Tahko nahlia-
dne, Ze d(p, q)* = minxep yeq d(X,Y)?2 Z parametrického vyjadrenia bodov X a Y dostaneme d(X,Y)?
ako kvadraticku funkciu parametrov ¢ a s, ktorej minimum vieme néjst spoc¢itanim parcialnych derivacii.

s,téR}.

4. V R* majme dve parametricky zadané mimobe7né priamky:

5. V R* majme rovinu p dani parametricky ako

o= {i-<[i) 0
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N4jdite ortogonalnu projekciu bodu A = (3,2, 3,2)7 do roviny p.

Ndvod: Podobne ako v priklade ¢. 3 m6zme najprv cely priestor posuntt tak, aby rovina prechadzala
cez pociatok, najst prislusni projekénd maticu, sprojektovat a nasledne posunit vsetko naspéit. Alebo,
podobne ako v priklade ¢. 4, moézeme minimalizovat kvadratickd funkciu d(X, A)? pre X € p.

6. Overte, Ze bindrna operdcia max (a,b) je na mnozine nezapornych redlnych ¢isel Rg asociativna,
komutativna a jej neutralny prvok je 0. Nahliadnite, ze operacia max nebude grupovou operaciou kvoli
neexistencii inverznych prvkov.

Pozn. Podobné vlastnosti maji operdcie najmensieho spoloéného ndsobku nsn(a,b) na mnozine
prirodzenych ¢isel N, ¢i operdcia mnozinového zjednotenia | J na Tubovolnej poten¢nej mnozine P (7).

7. a) Ukazte, ze zobrazenie z C do priestoru 2 x 2 matic generované 1 — [§9] a i — [ (1)(1)] (vo
vSeobecnosti (a + bi) — [7‘; 2]) reSpektuje operacie sc¢itania a nasobenia v oboch mnozinéch.

b) Oznatme ako 1 =[} 9], i=[¢ %], j=[_95] ak=[?}]. Ukdzte, ze osemprvkovd mnozina

H = {+1, +i, +j, £k}

tvori grupu vzhladom na maticové nasobenie; ide o tzv. jednotkové kvaterniény.

8. V grupe reguldrnych n x n matic GL,(R) bude nejakd jej mnozina M podgrupou, ak pre kazdé
dve matice A, B € M budt aj matice AB a A~! patrit do M. Rozhodnite ktoré z nasledujtcich mnozin
tvoria podgrupu GL, (R):

— kladne definitné symetrické matice,

— ortogonalne matice,

— exponencialy tvaru e4? pre fixnii maticu A,

— matice s kladnymi vlastnymi hodnotami,

— matice s determinantom 1.

Skuste objavit podgrupu, ktorej vSetky prvky st symetrické kladne definitné matice.

9. Overte, ze transformécie f1, fa, f3, fa, f5 a fo dané predpismi fi(x) = z, fo(z) = %, fa(x) =1—x,
falw) = 1, fs(@) =1 -1 a fg(z) = %5 tvoria grupu transformacif mnoziny R — {0,1}. Zostavte
tabulku grupovej operdcie a zistite, ¢i je tato grupa komutativna. Zistite ¢o robia transformaécie s bodmi
%, 2, —1 (resp. 0, 1 a 00).

10. Ukézte, Zze mnozina transformdcii f : R — R danych predpismi f(X) = ax + b pre a # 0 tvor{
grupu.

11. Rozhodnite, ¢i st nasledujice dvojice grip izomorfné:
a) (Z7 - {O}a ) a (ZG, +)7

b) (R,+) x (R,+) a (C,+),

¢) (Za,+) x (Za,+) a (Z4,+).

12. Rozhodnite ¢i su nasledujice zobrazenia grupové homomorfizmy. Néjdite jadra a obrazy homo-
morfizmov.

a) ¢1: (Z,+) — (C —{0},-), dané predpisom ¢ (n) = i".

b) ¢2 : (R3,+) — (R?,+), dané predpisom ¢»(a,b, c) = (a — b, b+ 2c).

¢) ¢3: (C—A{0},) = (C—A{0},-), dané predpisom ¢3(2) = 5.
d) ¢4 : GL,(R) — (R — {0}, ), dané predpisom ¢4(A) = det( ).



