
Lineárna algebra a geometria II. – Domáca úloha č. 5

Cvičenia v týždni 16. marca 2009

1. (5.4.8) Predpokladajme, že vel’kosti populácíı zajacov z(t) a vlkov v(t) sṕlňajú sústavu diferen-
ciálnych rovńıc

dz

dt
= 4z − 2v,

dv

dt
= z + v.

a) Je takýto systém stabilný, neutrálne stabilný alebo nestabilný? (pozri str. 280 v knižke)
b) Ak na začiatku máme z0 = 300 a v0 = 200, ako bude vyzerat’ stav populácíı v čase t?
c) Aký bude pomer populácíı zajacov a vlkov po dlhom, dlhom čase?

2. Nech V je vektorový priestor nad pol’om C dimenzie n. Ukážte, že V je 2n-rozmerný reálny vek-
torový priestor.

3. Komplexná n × n matica sa nazýva hermitovská, ak pre všetky i, j plat́ı aij = āji. Ukážte, že
hermitovské matice tvoria reálny vektorový podpriestor v priestore komplexných mat́ıc Mn,n(C), nájdite
jeho bázu a určite jeho dimenziu. Ukážte tiež, že hermitovské matice netvoria komplexný vektorový
podpriestor v Mn,n(C).

4. (5.5.2) Čo sa dá povedat’ o:
i) súčte komplexného č́ısla s č́ıslom s ńım združeným?
ii) komplexnom združeńı č́ısla na jednotkovej kružnici?
iii) súčine dvoch č́ısel z jednotkovej kružnice?
iv) súčte dvoch č́ısel z jednotkovej kružnice?

5. (5.5.4) Nájdite hodnoty a a b pre komplexné č́ısla a+ ib na jednotkovej kružnici, ktorých argument
zodpovedá uhlom θ = 30◦, 60◦, 90◦. Overte, že druhá mocnina prvého z nich sa rovná druhému a jeho
tretia mocnina tretiemu.

6. (5.5.22) Pre každú komplexnú maticu Z vieme nájst’ rozklad na jej hermitovskú a anti-hermitovskú
čast’: Z = A+K. Podobne ako pri rozklade komplexného č́ısla z = a+ ib dostaneme jeho reálnu čast’ ako
1
2 (z+ z̄), môžeme uvažovat’ “reálnu čast’” matice Z ako polovicu Z +ZH . Nájdite vzorec pre “imaginárnu
čast’” K a nájdite rozklady A + K pre nasledujúce matice:

Z =
[

3 + i 4 + 2i
0 5

]
a Z =

[
i i
−i i

]
.

Pozn. Komplexná matica K sa nazýva anti-hermitovská (alebo aj koso-hermitovská), ak ak pre všetky
i, j plat́ı aij = −āji.

7. (5.5.7) Naṕı̌ste maticu AH a spoč́ıtajte C = AHA ak

A =
[

1 i 0
i 0 1

]
.

Aký je vzt’ah medzi C a CH? Plat́ı niečo podobné pre každú maticu C, ktorá sa dá zaṕısat’ ako AHA?

8. (5.5.9) a) Ako súviśı determinant matice AH s determinantom matice A?
b) Dokážte, že determinant l’ubovol’nej hermitovskej matice je reálne č́ıslo.

9.* (5.4.17) Ak do rovnice kmitania pridáme aj lineárny člen fx′ zodpovedajúci tlmeniu spôsosbenému
trećım odporom (napr. kmitanie vo viskóznej kvapaline), dostaneme rovnicu tlmeného oscilátora

x′′ + fx′ + ω2x = 0.

Preṕı̌ste takúto rovnicu do maticového tvaru u′ = Au a nájdite riešenie v tvare u(t) = eAtu0.
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Vysvetlite kvalitat́ıvny rozdiel riešeńı pre f < 2ω a f > 2ω.
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