Linearna algebra a geometria II. — Domaéca tloha ¢. 4

Cvicenia v tyzdni 15. marca 2010

Pre niektoré z nasledujicich tloh budete potrebovat nasledujice fakty:

du(t) _

Linearna diferencialna rovnica =5~ = Au(t) mé vSeobecné riesenie tvaru

u(t) = Cle)qtyl + 626)\2ty2 Feet Cne)\"tyn,

kde y1,¥y2,...,yn s vlastné vektory m x n matice A a A, Ao, ..., A\, jej vlastné hodnoty. Koeficienty
€1,C2,...,Cy 88 Vypocitaju zo zaCiatocnej podmienky ug = c1y1 + coy2 + - - + CnYn-
- . . . _ A1t 0 .
To isté sa d4 zapisaf aj ako u(t) = eAtug, kde eAt = SelrtS—1 a M = {e R t} Alternativne
0 en

2 3 4
eAt =T+ A+ G 4 @ G

Na predndske 9. marca 2010 sme sa (takmer) dostali k formuldcii diferencidlnej rovnice pomocou
matic, dokazy a podrobné zdovodnenia budu na prednaske 16. marca 2010.

1. Kazd4 permutacnd matica nechéva vektor = (1,1,...,1)T nezmeneny. Preto jedna z jej vlastnych
hodnot je A = 1. N§jdite zvysné vlastné hodnoty pre permuta¢né matice:

010 0 01
P1: 0 0 1 5 P2: 0 1 0 a P3=
1 0 0 1.0 0

O = OO
= O O O
oS O O
o O = O

Zodpovedaji tieto permutdcie nejakej rotacii okolo osi (1,1,1)7 (resp. (1,1,1,1)7)?

2. Pre maticu rotacie @ rieste charakteristickd rovnicu det(Q) — A\I) = 0 pomocou vzorca na korene
kvadratickej rovnice a presvedcte sa, ze A 2 = cosf +isin6:

0= [ cosf) —sinf ]

sin 0 cos 6

Matica @ reprezentuje rotaciu R? o uhol 0. N4jdite tiez vlastné vektory matice @ riesenim (komplexne;j)
linedrnej rovnice (Q — AI)z = 0.

3. Existuje redlna 2 x 2 matica, rozna od I, ktora spfﬁa A3 = I? Jej vlastné hodnoty musia spfﬁaﬁ
A% =1, ¢o spliiaju prave &isla f% + z§ a—i

5 — z§ Ak stopu a determinant by teda mala matica A
mat? Najdite A.

4. (5.4.1) Ngjdite vlastné hodnoty, vlastné vektory a exponencidlu e“* pre maticu
-1 1
A= .
Exponencidlu mézte vypocitat pomocou vozrca et = SeS~1 alebo séitanim nekoneéného radu et =

T4 A+ @0° L (AO7

5. (5.4.2) Pre maticu A z predchédzajiceho prikladu ndjdite vieobecné riesenie diferencidlnej rovnice
du/dt = Au. Najdite rieSenie, ktoré splita pociatocnti podmienku ug = (3,1)7. Aky je rovnovdzny stav
ked t — 00? (Pozn. toto je priklad spojitého markovovského procesu; A = 0 v diferencidlnej rovnici totiz
zodpoveda A = 1 v diferenénej rovnici vdaka rovnosti €% = 1).

2
6. (5.4.4) Ak P je projekéna matica, ukazte pomocou séitania nekoneéného radu e”’ = I+ P+ (1;!) +

3
(1;) +...., 7e

el ~ T+ 1.718P.
1



7. (5.4.5) Diagonalna matica, napr. A = [} 9], spliia rovnost eA*+7) = eAteAT pakolko rovnost plati

pre kazda zlozku na diagonadle.
a) zdovodnite preco plati eAtH+T) = eAteAT | pouzijic vztah et = SertS—1,
b) presvedéte sa, ze pre matice neplati vztah e+ = e4eP na priklade

A= [ (1) 8 ] a B = [ 8 _é } (spocitajte e” a eP pomocou nekoneénych radov)

8. (5.4.13) Pre antisymetrickd rovnicu

du 0 c —b Uy
i Au= | —c 0 a Us
b —a 0 U3

a) najdite predpis pre u}, uj a uj a ukéﬁite, ze ujuy + uhug + ujug =0,
b) odvodte z toho, ze druhd mocnina dlzky vektora ||ul|? = u? + u2 + u3 je konstantna v &ase,

¢) ndjdite vlastné hodnoty matice A.
Vektor rieseni bude rotovat okolo osi w = (a,b,c)”, nakolko Au je vektorovy sucin u x w, ktory je

kolmy na u aj w.

2 3
9. Vychddzajic zo vzorca et = I + At + % A" 4 .. zderivovanfm po élenoch a néslednym

! 30
séitanfm ukdzte, ze naozaj 4eAt = AeAt,

10. Pre maticu

J:

o o O >
S >
> = O

néjdite vieobecny tvar jej mocnin J*. Dosadiac do nekoneéného radu vypocitajte e’?.

Skiiste vypoéita mocniny J* a exponencidlu e/t aj pre n x n maticu
A1 0 ... 0
0O x 1 ... 0
J.=10 0 X 0

0 0 0 ... A



