Linearna algebra a geometria II. — Domaca uloha ¢. 9

Cvicenia v tyzdni 26. aprila 2010

1. Majme maticu
7 -3 1 -1
-1 5 1 -1
1 -1 7 -3
1 -1 -1 5

A:

a vektorovy podpriestor V' C R* generovany vektormi v; = (0,1,0,1)T a vy = (3,1,3,1)7. Ukdzte, ze
linearne zobrazenie T dané maticou A zobrazuje vektorovy podpriestor V' sam na seba. Najdite 2 x 2
maticu A’, ktord opisuje linedrne zobrazenie T : V. — V v béaze (v1,v2), nédjdite jej vlastné hodnoty a
prislusné vlastné vektory vo V.

N4jdite dvojrozmerny vektorovy podpriestor W C R*, tak aby W bol tiez invariantny vzhladom na
T,VAW={0}aVaeW =R

2. Ukéite, ze ak si matice A a B podobné, t.j. B = M 1AM, potom st ich minimalne polynémy
ma(z) a mp(x) rovnaké.

Definicia minimélneho polynému matice: ma(z) = mpa® + mp_128~1 + - + myz + mo je taky
nenulovy polyném, ktory 'nuluje’ maticu A, t.j. ma(A) = mpA* +mp_ 1 A*1 4.+ miA+mel =0 a

PRvoys

3. Nech J a J’ st blokové matice tvaru

Ji Jo,
Jo Jos

Jk Jak

kde o je nejakd permutécia. Ukdzte, ze matice J a J’ st podobné.
Pozn. Maticu J' dostaneme z J poprehadzovanim blokov, ¢o zodpovedd zmene poradia bdzovych
vektorov e;.

4. (5.R.25) a) N4jdite nenulovi maticu N, takd aby N3 = 0.
b) Ukdzte, ze ak Nz = Az, potom A mus{ byt nula.
c¢) Dokézte, ze N (ktord sa nazyva nilpotentnd) nemoze byt symetricka.

5. Nech A je nilpotentnd matica (t.j. A¥ =0 pre nejaké k). Ukdazte, ze det(A + 1) = 1.

6. Matica A sa nazyva unipotentnd ak je matica A — I nilpotentnd. Néjdite charakteristicky polyném
unipotentnej matice A. Co budu jej vlastné hodnoty?

7. Nech A je komplexnd n x n matica spiﬁajﬁca AF = I pre nejaké k. Ukdzte, ze A je diagonalizova-
telnd (jej Jordanov tvar je diagondlna matica). Aké mozu byt vlastné hodnoty matice A?

8. Ukézte, ze AT je vzdy podobnd matici A. Vieme, ze vlastné hodnoty maji rovnaké, problém by
mohol byt v struktire vlastnych vektorov.

a) Pre A skladajicu sa z jedného bloku J; néjdite maticu M; takd aby Mi_lJiMi =Jr.

b) Pre A v Jordanovom tvare poskladajte maticu My z mensich blokov tak, aby M(;lJMo =JT,

c) Pre vieobecnti maticu A = MJM ~! ukazte, ze AT je podobna J7 a tym padom aj J a A.

9. Majme matice A a B. Vychadzajic z rovnosti
I —A][4AB o[I A] [o0 o
0 I B 0 0 I | | B BA
ukézte, ze AB a BA maji rovnaké vlastné hodnoty.
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Pozn.: porovnajte s prikladom ¢. 4 v domédcej tlohe ¢. 8. Vedeli by ste ndjst také A a B aby matice
AB a BA neboli podobné?

10. Pravda/Nepravda. Zdovodnite.

a) Reguldrna matica nemoéze byt podobnd singuldrnej matici.

b) Symetrickd matica neméze byt podobna matici, ktord nie je symetricka.
¢) Matica A nemoéze byt podobnd matici —A okrem pripadu ak A = 0.

d) A — I neméze byt podobnd matici A + 1.

e) matica [3 9] je podobnd matici [3 }].

f) matica [3 9] je podobnd matici [§ 1].

11. Nech n x n matica A reprezentuje linedrne zobrazenie T : R™ — R". Ukdazte, ze vlastné
podpriestory V), zlozené z prislusnych zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A, si invariantné
vzhladom na linedrnu transforméciu 7', t.j. T(Vy) = V.

Definicia zovieobecneného vlastného podpriestoru: Vy = {x € R"| (A — A\ )¥z = 0 pre nejaké k € N},
resp. Vi =, N(A — A)E.

12. Pre matice

0 1 0 0 01 0 0
0 0 1 0 00 10
A4=19 0 0 1 a  B=1 40 01
apg a1 as das -1 4 -6 4

néjdite ich charakteristické polynémy. Pre maticu B néjdite aj jej Jordanov tvar.

13. Dokézte alebo vyvrifte: matica A typu n x n je antisymetrickd prave vtedy, ked 27 Az = 0 pre
vsetky = € R™.



