Linearna algebra a geometria II. — Domaca tloha ¢. 10

Cvicenia v tyzdni 3. méaja 2010

1. (5.6.31) Vypiste vSetky moznosti pre Jordanov tvar 5 x 5 matice, ktord md nulu ako patndsobni
vlastni hodnotu. (Zvykom byva zacat vacsimi blokmi v Tavom hornom rohu a postupne prejst k naj-
mensim idic dole po diagondle matice J.)

Ukéazte, ze v pripade, ak ma matica dva linedrne nezavislé vlastné vektory mame dve moznosti pre
Jordanov tvar J.

2. Nasledujice Jordanove matice maji nulu ako stvornasobni vlastni hodnotu, maji dva linearne
nezavislé vektory, ale velkosti ich blokov sa nezhodujd. Preto matica J nie je podobnd matici K:

Pre lubovint maticu M provnajte JM a M K. Ak sa rovnaju, ukazte, ze M nie je invertibilnd, a teda
rovnost M ~1JM = K nemdze nastat.

3. (B.5) Skuste najst Jordanov tvar pre nasledujice matice “nahliadnutim” - t.j. snazte sa pouzit ¢o
najmenej vypoctov:
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4. Ako suvisia velkosti blokov Jordanovho kanonického tvaru J pre maticu A s exponentami d; vo
faktorizacii minimalneho polynému m4(z) = (z — A1) (z — A2)% ... (2 — A\ )¥? Co to hovorf o diago-
nalizovatelnosti matice A?

5. (B.1) Pre nasledujice matice néjdite Jordanov tvar a pokiste sa ndjst aj maticu M z rovnosti
A= MJM~. (v pripade nejasnost{ pozrite Appendix B v knizke)
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6. (B.3) Pre maticu B z predchadzajiiceho prikladu néjdite et ako Me’* M1 a porovnajte vysledok
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so suc¢tom nekonecného radu I + Bt + 5

7. Majme maticu A. Ukézte, Ze zovseobecnené vlastné vektorové priestory Vi, a V), prislichajice
roznym vlastnym hodnotam A\; a Ay maju trividlny prienik.

8. (B.6) Pre maticu B (vlastné hodnoty 1, 1, 1 a -1) néjdite jej Jordanov tvar a aj maticu M z
rovnosti B = MJM ™!,
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B = —2 1 -1 1
2 -1 2 0

9. (B.7) Predpokladajme, Ze matica A splita rovnicu A2 = A. Ukéite, Ze jej Jordanov tvar J =
M~YAM tiez splita J?> = J. Kedze bloky na diagondle sa pri nasobeni navzidjom nekombinuji, toto
znamens, ze JZ = J; pre kazdy z blokov. Priamym vypoétom ukazte, Ze potom kazdy blok .J; musi byt
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velkosti 1 x 1 a J; = [0] alebo J; = [1]. Inymi slovami, A je podobnd diagondlnej matici s nulami a
jednotkami na diagondle.

Ako sa dé geometricky interpretovat zobrazenie dané maticou A? Ako sa d4 nahliadnut Ze vlastné
vektory budu tvorit bazu a vlastné hodnoty budu prave nuly a jednotky?

Definicia Hovorime, ze redlna symetrickd matica A je kladne definitna, ak tzv. kvadratickd forma
f(x) = 2T Az spliia f(x) > 0 pre vietky € R™ a rovnost nastdva len pre z = 0.

10. (6.1.2) Rozhodnite ¢i st nasledujice matice kladne definitné, a pre kazdd z nich rozndsobte
kvadraticki formu f = 27 Ax:
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Determinant v ¢asti b) je nulovy; pozdii ktorej priamky bude forma f nulova?

11. (6.1.3) Ak 2 x 2 matica (‘g lc’) spiﬁa podmienku @ > 0 a ac > b%, nijdite vlastné hodnoty ako
korene charakteristickej rovnice det(A — AI') = 0 a ukézte, ze su obe kladné.

Pripomenutie faktu: ak pre symetricki maticu (AT = A) spravime LDU rozklad, v skutocnosti
dostaneme rozklad A = LDL”. Pouzite v nasledujtcich prikladoch.

12. (6.1.5) a) Pre aké hodnoty parametra b je matica A = [} %] kladne definitna?
b) N4jdite faktorizaciu A = LDL” pre b z intervalu kladnej definitnosti.

¢) N4jdite minimélnu hodnotu vyrazu %(mz + 2bx + 9y?) — y pre b z tohto intervalu.
d) Aké je minimum pre b = 37

13. (6.1.7) a) N§jdite 3 x 3 matice Ay, Az zodpovedajiice kvardatickym formém
= x% + x% + x% —2x119 — 22173 + 2T073,
fo= m% + 2x§ + 113:% — 2x1x0 — 22103 — 4x023.
b) Ukézte, ze forma f1 sa d& napisat ako jeden Stvorec, a teda nie je kladne definitnd. Pre aké hodnoty
je f1 rovna nule?
c) N4jdite rozklad A, ako LLT (L je dolnd trojuholnikovd matica). Vyjadrite fo ako stiéet troch
Stvorcov.

14. (6.1.9) Kvadratickd forma f = 3(z1 + 222)? + 423 je kladne definitnd. N4jdite jej maticu A,
rozlozte ju ako LDLT a vysvetlite stivislost zloziek matic D a L s povodnym tvarom formy f.



