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Cvicenia v tyzdni 10. méja 2009, resp. cvi¢enia ako priprava na skusku

1. (6.2.1) Pre aké hodnoty parametra a je matica A kladne definitnd?
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2. (6.2.2) Rozhodnite ¢i si nasledujice matice kladne definitné
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2 -1 -1 2 -1 -1 01 2
A= -1 2 -1 1, B=| -1 2 11, cC=]1 01
-1 -1 2 -1 1 2 2 10

3. (6.2.4) S prihliadnutim na vlastné hodnoty ukdzte, ze ak je matica A kladne definitnd, potom si
aj matice A% a A~! kladne definitné.

4. (6.2.5) Ukazte, ze ak si matice A a B kladne definitné, potom je takou aj matica A + B. Ktoré z
kritérii kladnej definitnosti I — IV sa hodi v tomto pripade?

5. (6.2.6) Pouzitim pivotov, vlastnych hodnot a vlastnych vektorov matice A = [ 2] zapiste A v tvare
RT R vietkymi troma sposobmi z prednasky — (LDz)(D3LT), (QAZ)(A2QT), a (QAZQT)(QA2QT).

6. (6.2.8) Ak je matica A symetrick4 a kladne definitnd a C je reguldrna, ukazte, Ze matica B = CT AC
je tiez symetrickd a kladne definitna.

7. (6.2.9) Ak sa matica A d4 napisat ako RT R, dokdzte, ze plati zovieobecnens Cauchy-Schwarzova
nerovnost |27 Ay|? < (27 Ax)(yT Ay).

8. (6.2.10) Elipsa u?+4v? = 1 zodpoveda matici A = [} 9]. N&jdite vlastné hodnoty a vlastné vektory
matice A a nacrtnite elipsu. Spravte to isté pre elipsu 5u? + 8uv + 5v? = 1 (pozri priklad ¢. 5).

9. (6.2.12) V trojrozmernom priestore rovnica A;y7 + A2y + A3y5 = 1 reprezenutje elipsoid pokial s
vsetky A; kladné. Opiste vSetky mozné plochy, ktoré dostaneme v semi-definitnom pripade, t.j. ak jedna
alebo viac vlastnych hodnét bude nulovych.

10. (6.2.13) N§jdite analogickych pat podmienok aby 3 x 3 matica A bola zdporne definitnd (mati-
ca —A je potom kladne definitnd). Specidlnu pozornost venujte podmienke I1T) a sivisu det A a det(—A).

11. (6.2.16) Pravda/Nepravda Ak je matica A symetrickd kladne definitnd a @ je ortogonélna, potom:
a) QT AQ je diagonélna matica,

b) QT AQ je symetrickd kladne definitnd matica,

c) QT AQ ma rovnaké vlastné hodnoty ako A,

d) e=4 je symetrickd kladne definitnd matica.

12. (6.2.17) Ak je matica A kladne definitnd a zvacsime v nej zlozku a;1, ukdzte pomocou Laplaceovho
rozvoja, ze aj jej determinant sa zvysi. Najdite priklad indefinitnej matice, kde toto nebude pravda.

13. (6.2.18) Z rozkladu A = RT R ukézte, Ze pre kladne definitné matice plati det A < ajiass . .. Gpp.
Pomoécka: Druhd mocnina dlzky j-teho stlpca matice R bude prave zlozka a;; v matici A, tiez treba
pouzit vztah determinant = objem.



14. (6.2.19)(L’japunovov test stability) Predpokladajme, ze AM + M*" A = —I pre nejaki kladne
definitnid maticu A. Ak Mx = Az, ukazte, Zze Re A < 0.
Pomécka: Vynésobte maticovii rovnost zf a z.

15. (6.3.1) Pre semidefinitné matice

2 -1 -1 1 11
A= -1 2 =1 | (hodnost 2) a B=1]1 1 1 | (hodnost 1)
-1 -1 2 1 1 1

vyjadrite 7 Az ako stéet dvoch stvorcov a 7 Bx ako jeden §tvorec.

16. (6.3.2) Rozhodnite ¢i st nasledujuce matice kladne definitné, kladne semidefinitné alebo in-
definitné

1 1 1 2 1 2 1 1 1
A=|(1 1 11|, B=]11 1 a cC=1]11 2
1 1 0 2 1 2 1 20

17. (6.3.4) Je pravdou, zZe ak st vSetky pivoty matice vacsie ako 1, potom aj jej vlastné hodnoty si
vacsie ako 17 Overte na tridiagonalnych maticiach s diagonalami —1, 2, —1.

18. (6.3.6) Algebraicky dokaz Silvestrovho zdkona zotrvacénosti prebieha nasledovne.

Rovnako ako na prednéaske predpokladime, ze A a CTAC nemajd nulové vlastné hodnoty. Potom
nech z,...,z, st ortonormalne vlastné vektory matice A zodpovedajice kladnym vlastnym hodnotdm
Ai >0, y1,...,y, st ortonormélne vlastné vektory matice CT AC zodpovedajtice zdpornym vlastnym
hodnotam p; < 0.

a) Aby sme ukdzali, ze vektory z1,...,2p,Cy1,...,Cyq st linedrne nezdvislé, predpokladajme, ze
nejakd ich kombinécia d4 nulu:

a1z1 + - -+ apry = b1Cy1 + - - - + by Cyy(= 2, povedzme).
Ukézte, ze 27 Az = A\ja? + -+ ApaZ > 0 a tiez 2TAz = b3 + -+ pqbZ < 0.
b) Odvodte z toho, ze vsetky a; aj b; musia byt nulové, ¢o znamend linedrnu nezdvislost. Z toho
ukazte, ze p+ q < n.
¢) Rovnaky argument mézme pouzit pre n — p zadpornych vlastnych hodnét matice A a n — g kladnych
vlastnych hodnét matice CTAC. To dd n — p +n — g < n. Ukézte, ze potom p + ¢ = n a zikon
zotrva¢nosti naozaj plati.

19. (6.3.7) Ak je C reguldrna matica, ukdzte, ze A a CT AC maji rovnaki hodnost. Teda nula ako
vlastna hodnota ma pre obe matice rovnakil nasobnost.

20. (6.3.8) Experimentovanim zistite signatiru 2n x 2n matice
I B
A= |: BT 0 :| )

kde B je regularna n X n matica.

21. Nech A je symetrickd a kladne definitnd matica. Ukéazte, ze jej maximalne zlozky sa musia
nachédzat na diagonale.

22. Nech M,, ,, oznaéuje vektorovy priestor realnych matic typu n x n. Ukdzte, ze (A, B) = tr(AT B)
je kladne definitnd symetrickd bilinedrna forma na M, ,, — t.j. je to skaldrny stiéin (Pozn. tr znaéi stopu
— sucet diagondlnych zloziek matice). N4jdite ortonormdlnu bdzu priestoru matic vzhladom na tito
formu, povedzme pre n = 2, 3.



