Linearna algebra a geometria II. — Domaca uloha ¢. 3

Cvicenia v tyzdni 5. marca 2012

1. (5.3.4) Biol6g H. Bernadellli (1941) opisoval chrobdka, ”ktory Zije tri roky a rozmnozuje sa v trefom
roku zivota”. Ak chrobdk prezije prvy rok s pravdepodobnostou %, druhy s pravdepodobnostou % av
tretom roku splodi Sest samiciek, matica opisujiica medzirotnid zmenu populédcie bude
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Ukézte, ze A3 = I a sledujte populdciu chrobakov po dobu sest rokov zaéinajic v prvom roku s 3000
chrobédkmi v kazdej vekovej skupine.

2. (5.3.5) Predpokladajme, ze pocas epidémie kazdy mesiac polovica zdravych Tudf ochorie a $tvrtina
chorych Tudf zomrie. N4jdite stabilny stav prislusného Markovovského procesu

ME+1 1 é 0 myg
Chk+1 = 0 1 % Chk
Zk+1 0 0 5 Zk

3. (5.3.7) Néjdite limitné hodnoty yx a 2z pre k — oo ak
Y1 = 0.8yx + 0.3z Yo =0

Zk+1 = 0.2y, + 0.7z zo = 5.
Tiez najdite formuly pre y; a 2z, pouzijic A¥ = SAFS—1.

4. (5.3.9) Predpokladajme, ze spolo¢nost Stahuj sa poZicangm tirdkom sdm! mé tri hlavné centrd.
Kazdy tyzden polovica z tych dut, ¢o si v Malackdch a Sabinove ide do Filakova a druhd polovica
zostane tam, kde boli. Polovica tirdkov z Filakova pdjde do Malaciek a druhd do Sabinova. Zostrojte
3 x 3 maticu prechodu A a néjdite staly stav us, zodpovedajici vlastnej hodnote A = 1.

5. (5.3.12) Ak A je Markovovska matica, ukazte, ze sucet zloziek vektora Az sa rovnd sictu zloziek
vektora x. Odvodte z toho, Ze ak Az = Ax pre A # 1, potom sicet zloziek vlastného vektora = je 0 (a
teda nemoze byt nezdporny).

6. (5.R.7) Co by ste uprednostnili — 50%-ny trok (p.a) pripisovany raz roéne, 44%-ny trok (p.a)
pripisovany §tvrfrocne alebo 42%-né (p.a) spojité trocenie?

7. Kazd4 permutacna matica nechava vektor = (1,1,...,1)T nezmeneny. Preto jedna z jej vlastnych

hodnoét je A = 1. N§jdite zvysné vlastné hodnoty pre permutacné matice:
01 0 0 0 1
P1 = 0 0 1 s P2 = 0 1 0 a P3 =
1 0 0 1 00

Zodpovedajti tieto permutdcie nejakej rotacii okolo osi (1,1,1)T (resp. (1,1,1,1)T)?

8. Pre maticu rotdcie @ rieste charakteristickd rovnicu det(Q — AI) = 0 pomocou vzorca na korene
kvadratickej rovnice a presvedcte sa, Ze A g = cosf = isin6:

0= [ cosf) —sinf ]

sin 0 cos 6

Matica @ reprezentuje rotaciu R? o uhol 0. N4jdite tiez vlastné vektory matice @ riesenim (komplexne;j)
linedrnej rovnice (Q — AI)xz = 0.



9. Existuje redlna 2 x 2 matica, rozna od I, ktora spiﬁa A3 = I? Jej vlastné hodnoty musia spiﬂaﬁ
A% =1, ¢o splhaju prave éisla —% + z@ a —% — z@ Akt stopu a determinant by teda mala matica A

mat? Najdite A.

10. (priklad zo Zivota, na percentd) Pri vystavbe dialnice D1 sa mali a mozno znova pouziji tzv. PPP
projekty. Na tsek Hricovské Podhradie — Dubnd Skala (deka 24,8 km + privadzac v dizke 4,25 km),
ktory v sebe zahffia aj obojsmerné tunely Ovéiarsko (cca. 2360 m), Zilina (cca. 690 m) a Visiové (cca.
7520 m) predstavovala pévodne dohodnutéd cena za stavebné prace 1,94 mld. Eur a nasledné splatky sa
odhadovali na celkovi vysku 8,545 mld. Eur. Tato suma v sebe mala zahiniat aj udrzbu, prevadzku a
rekonstrukciu pocas najblizsich 30 rokov.

a) Odvodte vzorec pre vypocet celkovej vysky splatok hypotéky v trvani 30 rokov pri fixnej tirokovej
miere p. Pre jednoduchost pocitajte s jednou splatkou rocne, pred zaplatenim ktorej sa zostavajica
dlznd suma prendsobi (1 + p).

b) Odhadnite predrazenie PPP projektov voci financovaniu priamo zo Stdtneho rozpoctu, resp. euro-
fondov. Vychddzajte z tychto parametrov: ps, = 4,2%, pppp = 7,45%.

¢) Odhadnite predrazenie vystavby dialniénych tunelov na Slovensku z porovnania s vystavbou tsekov
v Rakusku (napr. Al4 Rheintal Autobahn, Pfinderttunnel — 6,7 km za 218 mil. Eur, A9 Pyhrn Auto-
bahn, Bosrucktunnel — 7,3 km za 321 mil. Eur a pod.)

d) Kolko bankovych tradnikov by bolo mozné pocas najblizsich 30 rokov zamestnat z rozdielu fi-
nanénych nakladov medzi ps, a ppp,? (uvazujte plat vo vyske stvorndsobku priemernej mzdy, nezabudnite
na odvody, odhadnite ndrast priemernej mzdy do budicnosti). E|

1 Zdroje:
http://www.silnice-zeleznice.cz/clanek/dialnica-dl-hricovske-podhradie-dubna-skala-ako-iii-balik-ppp/
http://zilina.sme.sk/c/5226839/zacali-vystavbu-najnarocnejsieho-useku-dialnice-d1.html
http://wuw.asfinag.at/strassennetz
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