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Cvicenia v tyzdni 14. méja 2012

1. (6.2.9) Ak sa matica A d4 napisat ako RT R, dokézte, ze plati zovieobecnend Cauchy-Schwarzova
nerovnost |27 Ay|? < (27 Ax)(yT Ay).

2. (6.2.17) Ak je matica A kladne definitnd a zvacésime v nej zlozku a1, ukdzte pomocou Laplaceovho
rozvoja, ze aj jej determinant sa zvysi. N4jdite priklad indefinitnej matice, kde toto nebude pravda.

3. (6.2.18) Z rozkladu A = RT R ukéite, ze pre kladne definitné matice plati det A < aj1a23 . . . Gpp.
Pomoécka: Druhd mocnina dlzky j-teho stlpca matice R bude prave zlozka a;; v matici A, tiez treba
pouzit vztah determinant = objem.

4. (6.2.19)(Ljapunovov test stability) Predpokladajme, ze AM + M™ A = —I pre nejaki kladne
definitnd maticu A. Ak Mx = Az, ukazte, ze Re A < 0.
Pomécka: Vyndsobte maticovii rovnost z a z.

5. (6.3.4) Je pravdou, zZe ak si vSetky pivoty matice vicsie ako 1, potom aj jej vlastné hodnoty si
vacsie ako 17 Overte na tridiagondlnych maticiach s diagonalami —1, 2, —1.

6. (6.3.6) Algebraicky dokaz Sylvestrovho zdkona zotrvacénosti prebieha nasledovne.

Rovnako ako na predndske predpokladdme, ze A a CT AC nemaji nulové vlastné hodnoty. Potom
nech z1,...,x, st ortonormélne vlastné vektory matice A zodpovedajice kladnym vlastnym hodnotdm
Ai >0, y1,...,y, st ortonormélne vlastné vektory matice CT AC zodpovedajiice zdpornym vlastnym
hodnotam p; < 0.

a) Aby sme ukdzali, ze vektory z1,...,2p,Cy1,...,Cyq st linedrne nezdvislé, predpokladajme, ze
nejakd ich kombinécia d4 nulu:

ar1z1 + -+ apzy = b1Cyy + - + by,Cy,(= 2, povedzme).

Ukézte, ze 2T Az = )\1(1? + oo+ )\paf, >0atiez zTAz = /ﬂb% + -4 ,uqbg <0.

b) Odvodte z toho, ze vsetky a; aj b; musia byt nulové, ¢o znamend linedrnu nezavislost. Z toho
ukazte, ze p+q < n.

¢) Rovnaky argument mézme pouzit pre n — p zadpornych vlastnych hodnot matice A a n — g kladnych
vlastnych hodnét matice CTAC. To da n —p +n — q < n. Ukézte, Ze potom p + ¢ = n a zikon
zotrvacnosti naozaj plati.

7. (6.3.7) Ak je C reguldrna matica, ukdzte, ze A a CT AC maji rovnakd hodnost. Teda nula ako
vlastna hodnota maé pre obe matice rovnaki nasobnost.

8. (6.3.8) Experimentovanim zistite signatiru 2n x 2n matice
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kde B je regularna n X n matica.

9. Nech A je symetrickd a kladne definitnd matica. Ukazte, ze jej maximalne zlozky sa musia
nachadzat na diagonale.

10. Nech M,, ,, oznacuje vektorovy priestor redlnych matic typu m x n. Ukézte, ze (A, B) = tr(AT B)
je kladne definitna symetrickd bilinedrna forma na M, , — t.j. je to skaldrny sicin (Pozn. tr znaéi stopu —
sucet diagondlnych zloziek matice). Néjdite ortonormalnu bdzu priestoru matic vzhladom na tiito formu,
povedzme pre (m,n) = (2,3). Ako by sa situdcia zmenila ak by sme definovali (A, B)’ = tr(ABT)?



11. Tzv. zovseobecneny problém vlastnych hodnot je dany rovnicou Az = AMz, kde A a M sui dve
n X n matice. Ukdzte, Ze takéto A sa daju najst ako korene polynému det(A — AM) stupiia n v premennej
A

Predpokladajme navyse, ze M = RTR, t.j. M je kladne definitnd. Zmenou stiradnic y = Rz ukazte,
7e Ax = AMuz prave vtedy, ked (RT)"'AR 'y = My, t.j. A je (obvyklou) vlastnou hodnotou matice
(RT)"LAR™1 = CTAC. (Pozri str. 343-345 v knizke)

12. Nech A je symetrickd matica, jej vlastné hodnoty A1, Ag,..., A, s zoradené vzostupne podla
velkosti a k nim prislichajid ortonormélne vlastné vektory x1,xs,...,z,. Ndjdite minimum a maximum
vyrazu

T
u* Au
R(u) = pre u € R™ u#Q0.

uly’
Vyuzite fakt, ze kazdé u € R™ sa d4 zapisat ako u = c121 + coxa + - - + cp&y,. (pozri str. 348 — 350 v
knizke)



