Linearna algebra a geometria II. — Domaéca tloha ¢. 4

Cvicenia v tyzdni 17. marca 2014

Na prednaske som nestihol spravit reklamu, ale toto som chcel:
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/niepel/LA/volby.html

Pre niektoré z nasledujicich dloh budete potrebovat tieto fakty:

du(t)
dt

Linedrna diferencialna rovnica = Au(t) pre diagonalizovatelni maticu A md vSeobecné rieSenie
tvaru

u(t) = cre’fyy + e fys + -+ cne Ty,
kde y1,¥2,...,Yn st vlastné vektory n x n matice A a A\, Ao,..., A, jej vlastné hodnoty. Koeficienty
c1,Co,...,Cn S& Vypocitaju zo zaciatotnej podmienky ug = c1y1 + coyya + -+ + Cr¥Yn.

At
To isté sa dd zapisaﬁ aj ako u(t) = eMtug, kde et = SeM ST a M = {e 0 } Alternativne

0 ernt

3

Na prednaske 11. marca 2014 sme sa nestihli dostat k formulécii diferencidlnej rovnice pomocou matic
a neodvodili vyssieuvedené vzorce. Skisime to dohnat na prednaske 18. marca 2014.

1. (5.4.1) N4jdite vlastné hodnoty, vlastné vektory a exponencidlu e* pre maticu
-1 1
A= [ bl } .
Exponenmalu mozte vypoc1taﬁ pomocou vozrca et = SerS~1 alebo séftanim nekoneéného radu e4t =
I+ At 4 G5 (A7

2. (5.4.2) Pre maticu A z predchédzajiceho prikladu nédjdite vieobecné riesenie diferencidlnej rovnice
du/dt = Au. Néjdite rieSenie, ktoré spliia poéiatoént podmienku ug = (3,1)T. Aky je rovnovdzny stav
ked t — 00? (Pozn. toto je priklad spojitého markovovského procesu; A = 0 v diferencidlnej rovnici totiz
zodpovedd \ = 1 v diferenénej rovnici vdaka rovnosti e = 1).

3. (5.4.4) Ak P je projekénd matica, ukazte pomocou séitania nekonecného radu e’ = I+ P+ (};)2 +

«
+
N
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P ~T1+1.718P.

AteAT pakolko rovnost plati

4. (5.4.5) Diagondlna matica, napr. A = [} 9], spiia rovnost eA¢+7T) = ¢
pre kazdu zlozku na diagonale.
a) zdovodnite preco plati e

b) presvedéte sa, Ze pre matice neplati vzt’ah e

tHT) = eAteAT  pouzijic vatah eAt = SerS—1

A+B — eAeB ng priklade

A= [ (1) 8 ] a B = [ 8 _(1) } (spocitajte e” a eP pomocou nekoneénych radov)

5. (5.4.13) Pre antisymetrickd rovnicu

0 c —b Uy
—_— = AU = —C 0 a u
dt b —a 0 us

a) najdite predpis pre v}, ub a ufy a ukdzte, ze ujuy + uhuz + ujus =0,
b) odvodte z toho, Ze druhd mocnina dlzky vektora ||ul|?> = u? + u2 + u3 je konstantnd v case,
¢) ndjdite vlastné hodnoty matice A.


http://thales.doa.fmph.uniba.sk/niepel/LA/volby.html

Vektor rieseni bude rotovat okolo osi w = (a,b, c)T, nakolko u' = Au je vektorovy sicin u x w, ktory

je kolmy na u aj w.
6. Vychadzajic zo vzorca et = I + At + (A;I)z + % + ... zderivovanim po ¢lenoch a néslednym

sCitanim ukéazte, ze naozaj %e“t = AeAt.

7. Pre maticu

J =

o O >
S >
> = O

najdite vieobecny tvar jej mocnin J*. Dosadiac do nekoneéného radu vypocitajte e’t.
Skiiste vypoéitaf mocniny J¥ a exponencidlu e/t aj pre n x n maticu

A1 0 ... O
0O x 1 ... 0
Jo=10 0 A 0
00 0 ... A

8. (5.4.8) Predpokladajme, ze velkosti populdcii zajacov z(t) a vlkov v(t) spliaji sistavu diferen-
cidlnych rovnic

d
d—i:4z—2v,
@—z+v
dat '

a) Je takyto systém stabilny, neutrdlne stabilny alebo nestabilny? (pozri str. 280 v knizke)
b) Ak na zac¢iatku mdme 2o = 300 a vg = 200, ako bude vyzerat stav populdcif v case t?
¢) Aky bude pomer populdcii zajacov a vlkov po dlhom, dlhom ¢ase?

9. (5.3.18) Vysvetlite (matematicky alebo ekonomicky), preco zvacsenie Tubovolnej zlozky produkéne;
matice A vedie k zvicSeniu t,,q. = A1, & teda k spomaleniu tempa rastu. (pozri doékaz tvrdenia 5K na

str. 271)
10.* (5.4.17) Ak do rovnice kmitania priddme aj linedrny ¢len fa’ zodpovedajici tlmeniu spdsosbenému
trecim odporom (napr. kmitanie vo viskéznej kvapaline), dostaneme rovnicu tlmeného oscilatora
'’ + fo' +wiz = 0.
Prepiste takiito rovnicu do maticového tvaru u’ = Au a najdite riesenie v tvare u(t) = e tug.
Vysvetlite kvalitativny rozdiel rieSeni pre f < 2w a f > 2w.



