
Lineárna algebra a geometria II. – Domáca úloha č. 5

Cvičenia v týždni 24. marca 2014

1. Nech V je vektorový priestor nad pol’om C dimenzie n. Ukážte, že V je 2n-rozmerný reálny vek-
torový priestor.

2. Komplexná n × n matica sa nazýva hermitovská, ak pre všetky i, j plat́ı aij = āji. Ukážte, že
hermitovské matice tvoria reálny vektorový podpriestor v priestore komplexných mat́ıc Mn,n(C), nájdite
jeho bázu a určite jeho dimenziu. Ukážte tiež, že hermitovské matice netvoria komplexný vektorový
podpriestor v Mn,n(C).

3. (5.5.2) Čo sa dá povedat’ o:
i) súčte komplexného č́ısla s č́ıslom s ńım združeným?
ii) komplexnom združeńı č́ısla na jednotkovej kružnici?
iii) súčine dvoch č́ısel z jednotkovej kružnice?
iv) súčte dvoch č́ısel z jednotkovej kružnice?

4. (5.5.4) Nájdite hodnoty a a b pre komplexné č́ısla a+ ib na jednotkovej kružnici, ktorých argument
zodpovedá uhlom θ = 30◦, 60◦, 90◦. Overte, že druhá mocnina prvého z nich sa rovná druhému a jeho
tretia mocnina tretiemu.

5. Nájdite všetky komplexné korene rovnice zn = 1. Ukážte, že ak ω 6= 1, potom 1 + ω + ω2 + · · ·+
ωn−1 = 0. Pre ktoré ω budú aj jeho mocniny ω2, ω3, . . .ωn−1 koreňmi rovnice?

6. (5.5.22) Pre každú komplexnú maticu Z vieme nájst’ rozklad na jej hermitovskú a anti-hermitovskú
čast’: Z = A+K. Podobne ako pri rozklade komplexného č́ısla z = a+ ib dostaneme jeho reálnu čast’ ako
1
2 (z+ z̄), môžeme uvažovat’ “reálnu čast’” matice Z ako polovicu Z +ZH . Nájdite vzorec pre “imaginárnu
čast’” K a nájdite rozklady A + K pre nasledujúce matice:

Z =
[

3 + i 4 + 2i
0 5

]
a Z =

[
i i

−i i

]
.

Pozn. Komplexná matica K sa nazýva anti-hermitovská (alebo aj koso-hermitovská), ak ak pre všetky
i, j plat́ı aij = −āji.

7. (5.5.7) Naṕı̌ste maticu AH a spoč́ıtajte C = AHA ak

A =
[

1 i 0
i 0 1

]
.

Aký je vzt’ah medzi C a CH? Plat́ı niečo podobné pre každú maticu C, ktorá sa dá zaṕısat’ ako AHA?

8. (5.5.9) a) Ako súviśı determinant matice AH s determinantom matice A?
b) Dokážte, že determinant l’ubovol’nej hermitovskej matice je reálne č́ıslo.

9. Ukážte, že inverzná matica k hermitovskej (ak existuje) je opät’ hermitovská.

10. (5.5.20) Diagonalizujte 2 × 2 anti-hermitovskú maticu K = [ i i
i i ]. Spoč́ıtajte eKt = SeΛtS−1 a

overte, že eKt je unitárna matica pre každú hodnotu parametra t. Čo bude d
dte

Kt pre t = 0?

11. Ako súvisia vlastné hodnoty matice AH s vlastnými hodnotami matice A?

12. Ak A = R + iS je hermitovská matica, budú reálne matice R a S symetrické?

13. (5.R.19) Ak je matica K anti-symetrická, ukážte, že matica Q = (I − K)(I + K)−1 bude
ortogonálna. Nájdite Q pre K =

[
0 2

−2 0

]
.
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