Linearna algebra a geometria II. — Domaca uloha ¢. 7

Cvicenia v tyzdni 7. aprila 2014

1. (5.6.13) Derivécia vieobecného polynému a + bx + cx? + dz3 stupiia 3 m4 tvar b + 2cx + 3dz?.
Pripomenme si, ze polynémy tvoria vektorovy priestor a derivicia je linearna transformacia.
a) Ndjdite maticu D zodpovedajicu derivovaniu, t.j.
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b) Vypoéitajte D* a vysvetlite vysledok v reéi derivacif.
¢) Aké st vlastné hodnoty a vlastné vektory matice D?

2.(5.6.24) a) Ukdzte priamym vypoctom, ze (hornd) trojuholnikovd matica, povedzme 3 x 3, splita
svoju charakteristicki rovnicu: (T' — M I)(T — Ao I)(T — AgI) = 0.

b) Odvodte z toho Cayley-Hamiltonovu vetu pre diagonalizovatelné matice A = SAS~!: Kazd4 dia-
gonalizovatelnd matica je rieSenim svojej charakteristickej rovnice: (A —MT)(A—X2I)...(A—X,I)=0.

3. (5.R.22) Aké si vlastné hodnoty matice A spfﬁajﬁcej A? = —J?7 Ak A je takd redlna n x n matica,
ukazte, ze potom n musi byt parne. Uvedte priklad.

4. N3jdite vSetky ortogondlne 2 x 2 matice, ktoré majui vlastné hodnoty 1 a —1. Aku transformaciu
roviny R? reprezentuji?

5. (5.6.16) a) Najdite ortogonalnu maticu Q, tak aby platilo Q~*AQ = A pre
1 1 1 0 0 0
A=11 1 1 a A=]10 0 0
1 1 1 0 0 3

N3gjdite tiez aj dalsi par vlastnych ortonormalnych vektorov x1, o pre A = 0.
b) Overte, ze P = x127 + 2922 je rovnaks matica pre oba pary. Vysvetlite.

6. (5.6.18) Néjdite normalnu maticu, ktora nie je Hermitovskd, anti-Hermitovsk4, unitdrna ani dia-
gonalna. Ukazte, ze vSetky permutacné matice si normélne.

7. Néjdite dve normélne matice, ktorych sti¢in nebude normélna matica.
Pozn.: Toto znamend, ze mnozina normélnych matic nie je uzavretd vzhladom na stéin. Je uzavreta
vzhladom na sicet?

8. (5.6.19) Predpokladajme, ze T je 3 x 3 hornd trojuholnikova matica, jej zlozky ozna¢me t;;. Porov-
najte zlozky TTH a THT a ukézte, ze ak sa rovnaji, musi byt T diagonalna.

9. (5.R.5) Existuje matica A takd, ze matice typu A + cI st invertibilné pre vSetky komplexné ¢isla
c? Najdite redlnu maticu A takud, ze A + rI bude invertibilnd pre vSetky realne r.

10. (5.6.5) Ukdazte, Ze ak je matica B invertibilnd, potom si matice AB a BA podobné.

11. (5.6.20) Ukdzte, ze ak je N normélna matica, potom ||[Nz|| = ||[NHz|| pre kazdy vektor z.
Odvodte z toho, ze i-ty riadok matice N ma rovnaku dizku ako i- ty stlpec matice V.

Pozn.: Ak je N navySe horna trojuholnikovd, z tohto opéf vyplyva, ze N musi byt diagonalna (porov-
naj s prikladom é. 8).

12. N3§jdite 3 x 3 maticu, pre ktorid ma nula ako vlastnd hodnota algebraicki ndsobnost 3 a geomet-
ricki nésobnost 1.



13.* Na priestore (nekone¢ne velakrat) diferencovatelnych funkeif C*°(R) predstavuje derivacia -

linedrnu transforméciu. Ako vyzeraju “vlastné funkcie” tejto transformdcie, t.j. také f(x), ze % =
s - d
Af(x)? Ake. je spektrum -7
Porovnajte s prikladom ¢. 1.

14.* Majme priestor C*°((0, 27)) nekoneé¢ne velakrat diferencovatelnych funkeii, ktoré su periodické s

periédou 27. Na tomto priestore predstavuje druhd derivaca % linedrnu transforméciu. Ako vyzeraji
2

“leastné funkcie” tejto transformdcie, t.j. také periodické f(zx), ze dd];(f) = Af(z)? Aké je spektrum

4

dz2*




