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Linearna algebra a geometria II. — Doméca tloha ¢. 2

Cvicenia v tyzdni 29. februdra 2016 ~ pp15.2.2018

1. (5.2.4) Ukdzte, ze ak ma hornd trojuholnikovd 3 x 3 matica na diagondle zlozky 1, 2 a 7, potom je
diagonalizovatelnd. Ako bude vyzerat matica A?

2. (5.2.12) (Pravda/Nepravda) Predpokladajme, Ze jedinymi vlastnymi vektormi matice A st ndsobky
vektora z = (1,0, 0).

a) A nie je invertibilng,

b) A m4 viacndsobnu vlastni hodnotu,

¢) A nie je diagonalizovateln.

3. (5.2.13) Pre nasledujice matice vyjde, ze vlastné hodnoty matice A si 1 a 9 a vlastné hodnoty

matice B su —1 a 9:
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A_[4 5}’ B_[5 4]'

Néjdite maticovii druhi odmocninu matice A v tvare R = Sv/AS~!. Preto neméze existovat druhd
odmocnina pre maticu B s redlnymi zlozkami?

4. (5.2.14) Ak A je diagonalizovatelnd matica, ndjdite iny dokaz faktu, Ze determinant matice
A = SAS~! je siginom vlastnych hodndt matice A.

5. a) Kedy vlastné vektory pre vlastni hodnotu A = 0 generuju cely nulovy priestor A/(A)?
b) Kedy generuji (vsetky) vlastné vektory pre A # 0 stlpcovy priestor S(A)?

6. Mocniny A* sa blizia k nule ak pre vietky |\;| < 1 a “uteéd do nekoneéna”, ak pre nejaké |\;| > 1.
Pre nasledujice styri priklady overte ich asymptotické spravanie.
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Nijdite vlastné hodnoty A = €% pre matice B a C, ukizte pomocou toho, ze B* =1 a C3 = —1I.

7. (5.3.3) Nech je kazdy ¢len postupnosti {Gy} priemerom predchddzajucich dvoch, t.j. Gria =
+(Gr+1 + Gi). Néjdite prislusnd maticu (pomocou metédy popisanej v knizke) a zdiagonalizujte ju. Ak
Go=0aG; = % najdite explicitny tvar pre ¢len Gy, tiez spoc¢itajte limitu pre k — oo.

8. N4jdite explicitny tvar pre n-ty ¢len rekurentnej postupnosti {x,} danej vztahom x5 = 3xk41 +
2z, a zaciatoénymi podmienkami xg =0, z1 =1 a x93 = —2.
Pozn.: Tentoraz bude treba diagonalizovat 3 x 3 maticu.

9. (5.R.9) Co sa bude diat vo Fibonacciho postupnosti, ak pojdeme ”spif v case” a ako F_j sivisi s
Fy,? Rekurentny vzorec Fyo = Fj 1 + F} stdle plati, preto F_; = 1.

10. (5.R.11) Nech P je projek¢énd matica, ktord zobrazuje R™ kolmo na podpriestor S. Vysvetlite
preco je kazdy vektor z S vlastnym vektorom, podobne preco je kazdy vektor z S+ vlastnym vektorom.
Aké vlastné hodnoty im prislichaji? (Vsimnite si, ze z rovnosti P? = P vyplyva A2 = \.)

11. (5.R.16) Presvedéte sa, ze maticova rovnica

[t a]=[o 0]

nem4 rieSenie, teda matica A nemd odmocninu. Zmente diagonalne zlozky matice A na 4 a najdite
odmocninu pre takito maticu.



12. Predpokladajme, ze matice A a B sa daju diagonalizovat tou istou diagonaliza¢nou maticou S,
teda mame A = SA;S™!' a B = SA,S~!. Ukéste, ze potom matice A a B komutuji a tiez, ze vlastné
hodnoty sucinu AB st suc¢inom vlastnych hodnot matic A a B. Ako je to s vlastnymi vektormi?

13. Predpokladajme, Ze kazdd z matic A a B ma n roznych vlastnych hodnét. NavySe predpokla-
dajme, ze matice A a B komutuju. Ukazte potom, ze ak x je vlastny vektor matice A, potom je aj
vlastnym vektorom matice B. Vyjdite z rovnosti ABx = BAz.

Pozn. Kedze toto plati pre kazdy vlastny vektor matice A, matice A a B maju rovnaké vSetky vlastné
vektory, a preto maju tu istd diagonalizacni maticu S. Ukazali sme tak spolu s prikladom ¢. 12, ze
(diagonalizovatelné) matice komutuji prave vtedy, ked maji rovnaké vlastné vektory.



