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Ṕısomná skúška z Lineárnej algebry a geometrie I., 18. január 2022

1. (5 bodov) Uvažujme množinu

W = {x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) ∈ R∞ |xn+2 − 3xn+1 + 2xn = 0, n ∈ N} .
a) Ukážte, že W tvoŕı vektorový podpriestor v R∞.
b) Ukážte, že x ∈W práve vtedy, ked’ ∀n ∈ N : xn = (2− 2n−1)x1 + (2n−1 − 1)x2, pričom x1, x2 ∈ R.
c) Pomocou časti b) určite dimenziu a bázu W .
2. (5 bodov) Uvažujme zobrazenie L : M2,2(R)→M2,2(R) dané predpisom

L(X) =

(
1 1
0 1

)
X +X

(
1 0
1 1

)
.

a) Ukážte, že zobrazenie L je lineárne.
b) Nájdite jadro a obraz zobrazenia L, ich dimenzie a bázy.
c) Nájdite maticu zobrazenia TL vzhl’adom na štandardnú bázu M2,2(R).
d) Nájdite všetky reálne č́ısla λ a nenulové 2×2 matice X, pre ktoré má rovnica L(X) = λX riešenie.
3. (4 body) Majme vektory x1, x2, . . . , xn vo vektorovom priestore V . Nech T : V → W je lineárne

zobrazenie. Ukážte, že ak sú vektory T (x1), T (x2), . . . , T (xn) lineárne nezávislé, potom sú aj vektory
x1, x2, . . . , xn lineárne nezávislé.

4. (6 bodov) Nech V je vektorový priestor so skalárnym súčinom 〈·, ·〉 a pre vektory v1, v2, . . . , vk ∈ V
označme

G =


〈v1, v1〉 〈v1, v2〉 . . . 〈v1, vk〉
〈v2, v1〉 〈v2, v2〉 . . . 〈v2, vk〉

...
...

. . .
...

〈vk, v1〉 〈vk, v2〉 . . . 〈vk, vk〉

 .

a) Ukážte, že ak je G regulárna matica, potom sú vektory v1, v2, . . . , vk lineárne nezávislé.
b) Ukážte, že ak sú vektory v1, v2, . . . , vk lineárne nezávislé, potom je G regulárna matica.

c) Nech V = span[v1, v2, v3, v4]. O vektoroch v1, v2, v3, v4 vieme, že majú d́lžku
√

2 a navyše plat́ı

〈v1, v2〉 = 〈v1, v4〉 = 0, 〈v1, v3〉 = 〈v2, v3〉 = −〈v3, v4〉 =
√

2 a 〈v2, v4〉 = −2. Určite, ktoré dvojprvkové,
trojprvkové a štvorprvkové množiny pozostávajúce z vektorov v1, v2, v3, v4 sú lineárne nezávislé a ktoré
lineárne závislé.

d) Nájdite dimenziu a bázu priestoru V z časti b). Ako bázové vektory použite vhodné vektory
spomedzi v1, v2, v3, v4. Vyjadrite zvyšné vektory pomocou bázových vektorov.

5. (15 bodov) Pravda/Nepravda. So zdôvodneńım v pravdivom pŕıpade a protipŕıkladom v nepravdi-
vom:

a) Ak U ⊥ V , tak U⊥ ⊥ V ⊥.
b) Množina W = {x ∈ R4 |x1 · x3 ≤ 0 ≤ x2 · x4} tvoŕı vektorový podpriestor v R4.
c) Ak systémy Ax = b1 a Ax = b2 nemajú riešenie, potom ani systém Ax = b1 + b2 nemá riešenie.
d) Obraz α(M) konvexnej množiny M v lineárnom zobrazeńı α je konvexná množina. Množina M sa

nazýva konvexná, ak pre všekty body a, b ∈M patŕı aj úsečka {ta+ (1− t)b | t ∈ 〈0, 1〉} do M .
e) Ak P je matica kolmej projekcie, tak aj PPT je matica kolmej projekcie.
f) V priestore polynómov P(x) je zobrazenie dané predpisom α : p(x) 7→ p(−x) lineárne.
6. (5 bodov) Nájdite determinant n× n matice

A =



−t 0 0 . . . 0 a0
1 −t 0 . . . 0 a1

0 1 −t
. . .

... a2
...

. . .
. . .

. . . 0
...

0 . . . 0 1 −t an−2
0 0 . . . 0 1 −t+ an−1


.

Pre aké hodnoty parametra t je matica A singulárna?


