Linearna algebra a geometria II. — Doméca tloha ¢. 11

Pre tyzden 3. maja 2021

Definicia: Hovorime, Ze redlna symetrickd matica A je kladne definitna, ak tzv. kvadratickd forma
f(x) = 27 Az spliia f(z) > 0 pre véetky € R™ a rovnost nastdva len pre z = 0.

1. (6.1.2) Rozhodnite ¢i sd nasledujice matice kladne definitné, a pre kazdd z nich roznédsobte kva-
dratickd formu f = z7 Ax:

1 3 1 -1 2 3 -1 2
R Iy R A
Determinant v ¢asti b) je nulovy; pozdii ktorej priamky bude forma f nulova?

2. (6.1.3) Ak 2 x 2 matica (‘g 167) splita podmienku a > 0 a ac > b2, najdite vlastné hodnoty ako korene
charakteristickej rovnice det(A — AI) = 0 a ukazte, Ze st obe kladné.

Pripomenutie faktu: ak pre symetrickd maticu (A7 = A) spravime LDU rozklad bez vymeny riadkov,
v skutocnosti dostaneme rozklad A = LDLT. Pouzite v nasledujticich prikladoch.

3. (6.1.5) a) Pre aké hodnoty parametra b je matica A = [} 4] kladne definitnd?

b) N4jdite faktorizaciu A = LDL” pre b z intervalu kladnej definitnosti.

¢) Najdite minimalnu hodnotu vyrazu (22 + 2bz + 9y*) — y pre b z tohto intervalu.
d) Aké je minimum pre b = 3?7

4. (6.1.7) a) Najdite 3 x 3 matice A;, Ay zodpovedajice kvardatickym formdm
fi= x? + x% + xg —2r1%9 — 22123 + 2T023,

fo= x% + 290% + 111‘% — 2x129 — 22123 — dxo03.

b) Ukézte, ze forma f; sa d4 napisat ako jeden stvorec, a teda nie je kladne definitnd. Pre aké hodnoty
je f1 rovna nule?

c¢) N4jdite rozklad As ako LLT (L je dolnd trojuholnfkovd matica). Vyjadrite fo ako stéet troch
Stvorcov.

5. (6.1.9) Kvadraticka forma f = 3(x; +2x5)? +423 je kladne definitna. Najdite jej maticu A, rozlozte
ju ako LDLT a vysvetlite stvislost zloziek matic D a L s pévodnym tvarom formy f.

6. (6.2.1) Pre aké hodnoty parametra a je matica A kladne definitnd?

a
B=1]1
1

—Q
Q =

7. (6.2.2) Rozhodnite ¢i si nasledujiice matice kladne definitné

2

2 -1 -1 2 -1 -1 01 2
A=|-1 2 -1|, B=|-1 2 1|, c=|101
-1 -1 2 -1 1 2 2 1 0

8. (6.2.4) S prihliadnutim na vlastné hodnoty ukdzte, ze ak je matica A kladne definitnd, potom st
aj matice A% a A~! kladne definitné.

9. (6.2.5) Ukazte, ze ak si matice A a B kladne definitné, potom je takou aj matica A + B. Ktoré z
kritérii kladnej definitnosti I — IV sa hodi v tomto pripade?

10. (6.2.6) Pouzitim pivotov, vlastnych hodnét a vlastnych vektorov matice A = [§ #] zapiste A v tvare
RT R vietkymi troma sposobmi z prednasky — (LD2)(DzLT), (QAZ)(A2QT), a (QA2QT)(QAZQT).
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11. (6.2.8) Ak je matica A symetrickd a kladne definitnd a C je reguldrna, ukdzte, Zze matica
B = CT AC je tiez symetrickd a kladne definitna.

12. (6.2.10) Elipsa u? + 4v? = 1 zodpovedd matici A = [} 9]. Ngjdite vlastné hodnoty a vlastné
vektory matice A a naértnite elipsu. Spravte to isté pre elipsu 5u? + 8uv + 5v% = 1 (pozri priklad ¢. 10).

13. (6.2.12) V trojrozmernom priestore rovnica A\1y$ + Aay5 + A3y3 = 1 reprezenutje elipsoid pokial
su vsetky A; kladné. Opiste vSetky mozné plochy, ktoré dostaneme v semi-definitnom pripade, t.j. ak
jedna alebo viac vlastnych hodnot bude nulovych.

14. (6.2.13) N4jdite analogickych patf podmienok aby 3 x 3 matica A bola zdporne definitnd (mati-
ca —A je potom kladne definitnd). Specidlnu pozornost venujte podmienke ITI) a stivisu det A a det(—A).

15. (6.2.16) Pravda/Nepravda Ak je matica A symetrickd kladne definitnd a @ je ortogonélna, potom:
a) QT AQ je diagonilna matica,

b) QT AQ je symetrickd kladne definitnd matica,

c) QT AQ m4 rovnaké vlastné hodnoty ako A,

d) e=4 je symetricka kladne definitnd matica.

16. (6.3.1) Pre semidefinitné matice

2 -1 -1 1 1 1
A=| -1 2 -1 | (hodnost 2) a B=|1 1 1 | (hodnost 1)
-1 -1 2 1 11

vyjadrite 7 Az ako sti¢et dvoch tvorcov a 27 Bx ako jeden Stvorec.

17. (6.3.2) Rozhodnite ¢i st nasledujuce matice kladne definitné, kladne semidefinitné alebo in-
definitné



