
Ṕısomná skúška z Lineárnej algebry a geometrie II., 31. mája 2021

1. (6 bodov) Majme maticu A:

A =


−1 0 0 0
−1 1 1 −1
−1 0 0 0
−1 1 1 −1

 .
a) Nájdite charakteristický a minimálny polynóm matice A.
b) Nájdite jej vlastné vektory, Jordanov tvar a rozklad A = MJM−1.

2. (6 bodov) Nech a1, a2, . . . , an ∈ R sṕlňajú a1 + a2 + · · ·+ an = 0. Označme n× n maticu

A =


a21 + 1 a1a2 + 1 . . . a1an + 1

a2a1 + 1 a22 + 1 . . . a2an + 1
...

...
. . .

...
ana1 + 1 ana2 + 1 . . . a2n + 1

 .
a) Ukážte, že A = BBT pre nejakú maticu B typu n× 2.
b) Ukážte, že matica A je kladne semidefinitná.
c) Nájdite vlastné hodnoty matice A a zodpovedajúce vlastné vektory.
d) Ako súvisia štyri základné podpriestory S(B), S(BT ), N (B), N (BT ) s vlastnými vektormi matice

A?

3. (5 bodov) Nech α : R4 → R4 je lineárna transformácia, ktorá sṕlňa:

α((1, 0,−1, 2)T ) = (2, 0,−2, 4)T , α((0, 1, 1, 1)T ) = (0,−5,−5,−5)T , α((1, 2,−1, 0)T ) = (2, 4,−2, 0)T ;

(2, 2,−2, 2)T a (1, 0, 0, 0)T sú vlastné vektory α;

detα = 100.

a) Nájdite vlastné hodnoty α spolu s násobnost’ami a pŕıslušnými vlastnými vektormi.
b) Existuje báza R4 zložená z vlastných vektorov transformácie α?
c) Nájdite Tr(α) a jej maticu vzhl’adom na štandardnú bázu.

4. (5 bodov) a) Načrtnite obrázok krivky danej rovnicou x21 + 4x1x2 + x22 = 1.
b) Ak je krivka symetrická podl’a nejakých ośı, nájdite ich rovnice. Ak sa krivka asymptoticky bĺıži k

nejakým priamkam, nájdite ich rovnice.
c) Nájdite súradnice bodov na krivke, ktoré sú najbližšie k počiatku, jej vrcholy.
d) Do toho istého obrázku načrtnite aj obrázok krivky x21 + 4x1x2 + x22 = −1.

5. (12 bodov) Pravda/Nepravda. So zdôvodneńım (pŕıkladom) v pravdivom pŕıpade a protipŕıkladom
(zdôvodneńım) v nepravdivom:

a) Pre reálnu symetrickú maticu sa minimálny a charakteristický polynóm rovnajú.
b) Pre unitárnu maticu U plat́ı detU = ±1.

c) Ak majú oba st́lpce aj oba riadky 2× 2 matice d́lžku 1, potom je diagonalizovatel’ná.

d) Nech v = (1, 2)T a w = (1,−1)T . Potom existuje hermitovská matica A ∈ M2,2(C) sṕlňajúca
Av = 2v a Aw = 4w.

e) Nech v = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Rn. Potom existuje antisymetrická matica A ∈ Mn,n(R) sṕlňajúca
Av = v.

f) Ak A2 = A, potom je A diagonalizovatel’ná.

6. (6 bodov) Nech reálna n× n matica A sṕlňa rovnost’ (A− I)−1 = A−1 − I.
a) Aký môže byt’ jej minimálny polynóm? Vlastné hodnoty? Zdôvodnite.
b) Čomu sa môže rovnat’ A3?

c) Nájdite 2× 2 maticu
(
a b
c d

)
s celoč́ıselnými zložkami, ktorá bude sṕlňat’ takúto rovnicu.

(Návod: stopa, determinant)
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