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Ṕısomná skúška z Lineárnej algebry a geometrie II., 31. mája 2022

1. (6 bodov) Nech

A =


1 0 1 0
−1 3 1 −2

0 0 1 0
−1 2 1 −1

 .
a) Nájdite charakteristický a minimálny polynóm matice A.
b) Nájdite jej vlastné vektory, Jordanov tvar a maticu M z rozkladu A = MJM−1.

2. (5 bodov) Nech An je n× n matica daná predpisom

(An)ij =

{
i i ≤ j,
j i > j.

Nájdite signatúru kvadratickej formy f(x) = xTAnx v Rn a upravte ju na úplné štvorce.

3. (6 bodov) Nech P5 je priestor (reálnych) polynómov stupňa nanajvýš 5. Uvažujme zobrazenie
T : P5 → P5 dané predpisom:

T (p)(x) = p(x+ 1)− p(x).

a) Nájdite maticu zobrazenia T vzhl’adom na bázu {1, x, x2, x3, x4, x5}.
b) Nájdite vlastné hodnoty, vlastné vektory a Jordanov tvar zobrazenia T .

4. (5 bodov) Nech A a X sú n × n komplexné matice a λ je dané komplexné č́ıslo, pričom plat́ı
AX − λXA = 0. Ukážte, že ak A je regulárna, potom |λ| = 1 alebo X je nilpotentná.

5. (12 bodov) Pravda/Nepravda. So zdôvodneńım (pŕıkladom) v pravdivom pŕıpade a protipŕıkladom
(zdôvodneńım) v nepravdivom:

a) Ak λ je vlastnou hodnotou matice A, potom λ2 je vlastnou hodnotou A2.

b) Ak µ je vlastnou hodnotou matice A2, potom existuje vlastná hodnota λ matice A, sṕlňajúca
λ2 = µ.

c) Regulárna matica A a jej adjungovaná matica Adj(A) majú rovnaké vlastné vektory.

d) Ak je matica A kladne definitná, potom je kladne definitná aj A+A−1

2 .
e) Matice AB a BA majú rovnaký minimálny polynóm.
f) Pre normálnu n× n maticu C plat́ı ‖Cx‖ = 0 práve vtedy, ked’ ‖CHx‖ = 0.

6. (6 bodov) Nech α : V → V je lineárne zobrazenie (konečnorozmerného) vektorového priestoru V
samého do seba. Predpokladajme, že plat́ı ker(α) = im(α).

a) Ukážte, že dimenzia V je párna.
b) Nájdite minimálny polynóm a Jordanov tvar pre zobrazenie α.
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