Linearna algebra a geometria II. — Domaéca tloha ¢. 4

Cvicenia v tyzdni 18. marca 2024

Pre niektoré z nasledujicich tloh budete potrebovat tieto fakty:

du(t)
dt

Linearna diferencidlna rovnica
tvaru

= Au(t) pre diagonalizovatelni maticu A mé vSeobecné riesenie

My 4 cpe? s 4 4 ey,
kde y1,¥y2, ..., Y, st vlastné vektory n x n matice A a A1, Ao,..., A, jej vlastné hodnoty. Koeficienty

€1,C2,...,Cn S8 Vypolitaju zo zaciatotnej podmienky ug = c1y1 + cay2 + -+ - + CnYn-

u(t) = e

At 0

To isté sa d4 zapisaf aj ako u(t) = eAug, kde et = SelMt§—1 a M = {e } Alternativne

0 e)\nt

2 3 4
et =T+ Ap+ (1 4 AO° (4

1. (5.4.1) N4jdite vlastné hodnoty, vlastné vektory a exponencidlu e* pre maticu
-1 1
A= { Lot } .

Exponencidlu mozte vypoéitat pomocou vozrca et = SerS—1 alebo séitanim nekoneéného radu et =

2 3
I+ A+ 4 GOy

2. (5.4.2) Pre maticu A z predchédzajiceho prikladu nédjdite vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice
du/dt = Au. Néjdite riesenie, ktoré spliia poéiatoént podmienku ug = (3,1)T. Aky je rovnovdzny stav
ked t — 00? (Pozn. toto je priklad spojitého markovovského procesu; A = 0 v diferenciélnej rovnici totiz
zodpovedd \ = 1 v diferenénej rovnici vdaka rovnosti e = 1).

3. (5.4.4) Ak P je projekénd matica, ukazte pomocou séitania nekonecného radu e’ = I+ P+ (};)2 +

«
+
N
@

el ~ T+ 1.718P.

A(HT) — eAteAT  pakolko rovnost plat

4. (5.4.5) Diagondlna matica, napr. A = [} 9], spifia rovnost e
pre kazda zlozku na diagonadle.
a) zdovodnite preco plati eAtH+T) = eAleAT pouzijic vztah et = SertS—1,

b) presvedéte sa, ze pre matice neplati vztah e+t = e4eP na priklade

A= { (1) 8 ] a B = { 8 _(1) } (spocitajte e a eP pomocou nekoneénych radov)

5. (5.4.13) Pre antisymetricki rovnicu

0 c —b Uy
—_— = Au = —C 0 a u2
dt b —a 0 us

a) ndjdite predpis pre u}, uh a u} a ukdzte, ze uju; + uhus + ujus = 0,

b) odvodte z toho, ze druhd mocnina dizky vektora ||ul|? = u? + u3 + u2 je konstantnd v case,

¢) najdite vlastné hodnoty matice A.

Vektor rieseni bude rotovat okolo osi w = (a,b, c)’, nakolko u' = Au je vektorovy sicin u x w, ktory
je kolmy na w aj w.

6. Vychadzajic zo vzorca et = I 4+ At + (A;!)z % + ... zderivovanim po ¢lenoch a nédslednym

sCitanim ukéazte, ze naozaj %eAt = AeAt,




7. Pre maticu

A1 0
J=10 X 1
0 0 A

néjdite vieobecny tvar jej mocnin J*. Dosadiac do nekoneéného radu vypocitajte e’?.
Skiiste vypoéitat mocniny J¥ a exponencidlu e/! aj pre n x n maticu

A1 0 ... 0
0O x 1 ... 0
Jo=10 0 A 0
0 0 0 ... A

8. (5.4.8) Predpokladajme, ze velkosti populdcii zajacov z(t) a vlkov v(t) spliiaju ststavu diferen-

cidlnych rovnic

d
£:4Z—2v,
dv

— =z 4.

dt
a) Je takyto systém stabilny, neutrdlne stabilny alebo nestabilny? (pozri str. 280 v knizke)
b) Ak na zaciatku mdme zy = 300 a vg = 200, ako bude vyzerat stav populdcii v ¢ase t?
¢) Aky bude pomer populdcii zajacov a vlkov po dlhom, dlhom ¢ase?

9. (5.3.18) Vysvetlite (matematicky alebo ekonomicky), preco zvéicsenie lubovolnej zlozky produkéne;
matice A vedie k zvacSeniu t,,,, = A1, a teda k spomaleniu tempa rastu. (pozri dokaz tvrdenia 5K na

str. 271)
10.* (5.4.17) Ak do rovnice kmitania priddme aj linedrny ¢len fxz’ zodpovedajici tlmeniu spososbenému
trecim odporom (napr. kmitanie vo viskéznej kvapaline), dostaneme rovnicu tlmeného oscildtora
2" + fa' +wPr = 0.
Prepiste takito rovnicu do maticového tvaru v’ = Au a néjdite rieSenie v tvare u(t) = eAMug.
Vysvetlite kvalitativny rozdiel rieseni pre f < 2w a f > 2w.



