Podvddzanie pri pisomke je vdznym porusenim Studijného poriadku FMFI UK, ktoré méze viest k vyliceniu zo $tidia.
Nerobte hluposti. Pocas pisomky je zakdzané pouzivat mobilné telefény a iné elektronické zariadenia. Vela zdaru!

Pisomka z Linedrnej Algebry II., 29. marec 2023

1. (5 bodov) Majme maticu A:
0 1 -1 0
-1 0 1 -1
1 -1 0 1
0 1 -1 0
a) Néjdite jej charakteristicky polyném a vlastné hodnoty.
b) Néjdite jej vlastné vektory a diagonalizaciu A = SAS~!. Maticu S~! nemusite pocitat, ale ak ju
viete néjst bez dlhého pocitania, napiste ju.
c) Co vsetko sa dé povedaf o vlastnych hodnotdch matice A bez toho aby sme pocitali jej charakteri-
sticky polyném? Vysvetlite ako to sivisi s jej vlastnostami a vysledkami casti a) a b).

A:

2. (5 bodov) Cebysevove polynémy druhého druhu Spiﬁajﬁ rekurentny vztah
Prt2() = eppy1(x) —pr(z), Yz eR, k=0,1,2,...,
pricom po(z) =1 a p1(r) = 2 pre z € R.
a) Pre fixné x € R prepiste uvedeny rekurentnyvztah do vektorovo-maticového zépisu upi1 = Aug,
kde ug11 = [prr2(), pr+1(z)]T, A je vhodnd matica prechodu a ug je vektor pociatoénej podmienky.
b) N4jdite vlastné hodnoty a vlastné vektory matice A a ndjdite explicitny predpis pre pg(z). Vysvetlite,
¢o sa stane pre x = 2, resp. * = —2, a najdite hodnoty px(2) a px(—2).

3. (5 bodov) Nech A € M, ,,(R) je singuldrna matica.

a) Ukdzte, 7ze ak A je diagonalizovatelnd, potom dim(N'(A)) = dim(N(A*)), pre vietky k € N.

b) Predpokladajme, ze S(A*) N A (A!) # {0} pre nejaké k,l € N. Ukdzte, ze A nie je diagonalizova-
telna.

4. (5 bodov) (pravda/nepravda) So zdévodnenim, resp. prikladom alebo protiprikladom.

a) Ak redlna n x n matica A spfﬁa A? = —], potom m4 nulovi stopu.

b) Ak pre reguldrnu n x n maticu A k nej inverzna matica A~! nie je diagonalizovateln4, potom nie
je diagonalizovatelnd ani matica A.

¢) Ak pre Stvorcové matice A a B mé matica AB nulu ako vlastni hodnotu, potom je nula vlastnou
hodnotou aj pre niektoru z matic A alebo B.

d) Ak je jednotka vlastnou hodnotou pre §tvorcové matice A a B, potom je jednotka vlastnou hodnotou
aj pre ich sucin AB.



