Linearna algebra a geometria II. — Doméca tloha ¢. 1

Cvicenia v tyzdni 24. februara 2025

1. (5.1.13) Ak matica B m4 vlastné hodnoty 1, 2, 3, matica C' mé vlastné hodnoty 4, 5, 6 a matica
D m4 vlastné hodnoty 7, 8, 9, ¢o budi vlastné hodnoty 6 x 6 matice A =[5 §]?

2. (5.1.16) Nech A je 4 x 4 matica samych jednotiek. Ndjdite potom vlastné hodnoty a determinant
matice A — I.

3. (5.1.18) Predpokladajme, ze matica A ma vlastné hodnoty 0, 1, 2 a k nim vlastné vektory vg, vy, va.

Opiste nulovy priestor a stlpcovy priestor matice A. Rieste rovnicu Az = avy + bve. Ukazte, ze rovnica
Ax = vg nema4 rieSenie.

4. (5.2.2) N4jdite maticu A, ktorej vlastné hodnoty st 1 a 4 a vlastné vektory k nim si [$] a [?].

5. (5.2.6) (a) Ak A? = I, aké moze mat matica A vlastné hodnoty?
(b) Ak je takdto matica typu 2 x 2 a nerovnd sa I alebo —I, ndjdite jej stopu a determinant.
(¢) Dopocitajte druhy riadok matice, ak je jej prvy riadok (3, —1).

6. (5.2.8) Predpokladajme, ze A = uv”, teda matica A vznikne vynasobenfm stipca riadkom (a md
preto hodnost 1).

(a) Ukazte, prendsobenim matice A vektorom u, Ze u je jej vlastny vektor. Co bude \?

(b) Aké si ostatné vlastné hodnoty (a preco)?

(c) Vypocitajte stopa(A) = vTu dvoma roznymi sposobmi — ako sticet prvkov na diagondle a ako sticet
vlastnych hodnét.

7. (5.2.9) Spomente si, ze matice A xnBnxm & BnxmAmxn maji rovnaki stopu, t.j. tr(AB) =
tr(BA). Odvodte z toho (v pripade m = n), ze AB — BA = I nemodze nastat. (Je to mozné iba pre
zobrazenia na nekonecne rozmernych priestoroch, a v skuto¢nosti dolezité vo fyzike. Suvisi to s Heisen-
bergovym principom neurcitosti.)

8. Najdite vlastné hodnoty a vlastné vektory pre matice

1 0 0 1 1 1 1 1
01 10 1 -1 1 -1
P=1lo 110 ao@=1y 1 0
1 0 0 1 1 -1 -1 1
9. (5.1.17) Néjdite treti riadok matice
0 1 0
A=]10 0 1

tak, aby jej charakteristicky polyném det(A — AI) bol —\3 + 4\2 4+ 5\ + 6.
10. (5.2.7) Najdite A9 ak A = [43].

11. (5.2.11) Ak vlastné hodnoty 3 x 3 matice A st 1,1 a 2, ktoré z nasledujucich tvrdeni st zarucene
pravdivé? Zdovodnite v pravdivom pripade, najdite protipriklad v nepravdivom.

a) A je invertibilnd,

b) A je diagonalizovatelna,

¢) A nie je diagonalizovatelna.

12%*, (Giastoénd diagonalizdcia) Nech A je nxn matica a A je jej vlastnd hodnota. Ukdzte, ze AN4(X) >
GNA(N). Ukdzte, 7e A je diagonalizovatelnd prave vtedy, ked pre kazdd vlastnt hodnotu A matice A
plati ANA(A) = GN4(N).



