Linearna algebra a geometria II. — Doméca tloha ¢. 4

Pre tyzden 17. marca 2025

1. (5.4.1) N4jdite vlastné hodnoty, vlastné vektory a exponencidlu e?* pre maticu
-1 1
1)
Exponencidlu mozte vypocitat pomocou vozrca et = SerS—1 alebo séitanim nekoneéného radu et =
At At)?
L4 At G0 Gt

2. (5.4.2) Pre maticu A z predchddzajiceho prikladu néjdite vSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice
du/dt = Au. Ndjdite riesenie, ktoré spliia poéiatoént podmienku ug = (3, )T, Aky je rovnovdzny stav
ked t — co? (Pozn. toto je priklad spojitého markovovského procesu; A = 0 v diferencidlnej rovnici totiz
zodpovedd \ = 1 v diferenénej rovnici vdaka rovnosti e = 1).
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5.4. 4) Ak P je projekéna matica, ukazte pomocou séitania nekoneéného radu e’ = I+ P + +

3. (
2y
P~ T+1.718P.

AteAT “pakolko rovnost plati

4. (5.4.5) Diagondlna matica, napr. A = [} 9], spiia rovnost eA+7) = ¢
pre kazdu zlozku na diagondle.
a) zdovodnite preco plati e

b) presvedéte sa, Ze pre matice neplat{ vztah e

) = eAteAT  pouzijiic vatah eAt = SeMS—1,

A+B — eAeB ng priklade

A= [ (1) 8 ] a B = [ 8 _é } (spocitajte e” a eP pomocou nekoneénych radov)

5. (5.4.13) Pre antisymetricki rovnicu

du 0 c —b Uy
df = Au = —C 0 a u2
t b —a 0 U3

a) najdite predpis pre u}, v a u} a ukdzte, ze ujuy + uhus + ujus = 0,
b) odvodte z toho, Ze druhd mocnina dlzky vektora ||ul|?> = u? + u3 + u3 je konstantnd v case,
¢) najdite vlastné hodnoty matice A.

6. Vychadzajic zo vzorca et = I + At + (At) + (At) + ... zderivovanim po ¢lenoch a naslednym
s¢itanfm ukdzte, ze naozaj 4eAt = Aet,
7. Pre maticu
A1 0
J=10 X 1 |=X+N
0 0 X

najdite vieobecny tvar jej mocnin J*. Dosadiac do nekoneéného radu vypocitajte e/t

Skiiste vypoéitat mocniny J¥ a exponencidlu e/»! aj pre n x n maticu
A1 0 0
0 X 1 0
Jo=10 0 X 0
0 0 O A

Ndvod. Opét napiste J,, = A\ + N.



8. (5.4.8) Predpokladajme, ze velkosti populdcii zajacov z(t) a vlkov v(t) spliaji ststavu diferen-
cidlnych rovnic

d
d—i:4z—2v,
@—z—ﬁ—v
dt '

a) Je takyto systém stabilny, neutrdlne stabilny alebo nestabilny? (pozri str. 280 v knizke)
b) Ak na zac¢iatku mdme zy = 300 a vg = 200, ako bude vyzerat stav populdcii v case t?
¢) Aky bude pomer populdcii zajacov a vlkov po dlhom, dlhom ¢ase?

9. Najdite riesenie diferencialnej rovnice
2" (t) + 2’ (t) + z(t) = 0,

s pociatocnou podmienkou z(0) = 1, 2’(0) = 0. Funkcia z(t) nech obsahuje iba redlne funkcie v premenne;j
t.



