
Lineárna algebra a geometria II. – Domáca úloha č. 4

Pre týždeň 17. marca 2025

1. (5.4.1) Nájdite vlastné hodnoty, vlastné vektory a exponenciálu eAt pre maticu

A =

[
−1 1
1 −1

]
.

Exponenciálu môžte vypoč́ıtat’ pomocou vozrca eAt = SeΛtS−1 alebo sč́ıtańım nekonečného radu eAt =

I +At+ (At)2

2! + (At)3

3! + . . .

2. (5.4.2) Pre maticu A z predchádzajúceho pŕıkladu nájdite všeobecné riešenie diferenciálnej rovnice

du/dt = Au. Nájdite riešenie, ktoré sṕlňa počiatočnú podmienku u0 = (3, 1)T . Aký je rovnovážny stav
ked’ t → ∞? (Pozn. toto je pŕıklad spojitého markovovského procesu; λ = 0 v diferenciálnej rovnici totiž
zodpovedá λ = 1 v diferenčnej rovnici vd’aka rovnosti e0t = 1).

3. (5.4.4) Ak P je projekčná matica, ukážte pomocou sč́ıtania nekonečného radu eP = I +P + (P )2

2! +
(P )3

3! + . . . ., že

eP ≈ I + 1.718P.

4. (5.4.5) Diagonálna matica, napr. Λ = [ 1 0
0 2 ], sṕlňa rovnost’ eΛ(t+T ) = eΛteΛT , nakol’ko rovnost’ plat́ı

pre každú zložku na diagonále.
a) zdôvodnite prečo plat́ı eA(t+T ) = eAteAT , použijúc vzt’ah eAt = SeΛtS−1,
b) presvedčte sa, že pre matice neplat́ı vzt’ah eA+B = eAeB na pŕıklade

A =

[
0 0
1 0

]
a B =

[
0 −1
0 0

]
(spoč́ıtajte eA a eB pomocou nekonečných radov)

5. (5.4.13) Pre antisymetrickú rovnicu

du

dt
= Au =

 0 c −b
−c 0 a
b −a 0

 u1

u2

u3


a) nájdite predpis pre u′

1, u
′
2 a u′

3 a ukážte, že u′
1u1 + u′

2u2 + u′
3u3 = 0,

b) odvod’te z toho, že druhá mocnina d́lžky vektora ∥u∥2 = u2
1 + u2

2 + u2
3 je konštantná v čase,

c) nájdite vlastné hodnoty matice A.

6. Vychádzajúc zo vzorca eAt = I + At + (At)2

2! + (At)3

3! + . . . zderivovańım po členoch a následným

sč́ıtańım ukážte, že naozaj d
dte

At = AeAt.

7. Pre maticu

J =

 λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

 = λI +N

nájdite všeobecný tvar jej mocńın Jk. Dosadiac do nekonečného radu vypoč́ıtajte eJt.
Skúste výpoč́ıtat’ mocniny Jk

n a exponenciálu eJnt aj pre n× n maticu

Jn =


λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
0 0 λ . . . 0
· · · · · · ·
0 0 0 . . . λ


Návod. Opät’ naṕı̌ste Jn = λI +N .
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8. (5.4.8) Predpokladajme, že vel’kosti populácíı zajacov z(t) a vlkov v(t) sṕlňajú sústavu diferen-
ciálnych rovńıc

dz

dt
= 4z − 2v,

dv

dt
= z + v.

a) Je takýto systém stabilný, neutrálne stabilný alebo nestabilný? (pozri str. 280 v knižke)
b) Ak na začiatku máme z0 = 300 a v0 = 200, ako bude vyzerat’ stav populácíı v čase t?
c) Aký bude pomer populácíı zajacov a vlkov po dlhom, dlhom čase?

9. Nájdite riešenie diferenciálnej rovnice

x′′(t) + x′(t) + x(t) = 0,

s počiatočnou podmienkou x(0) = 1, x′(0) = 0. Funkcia x(t) nech obsahuje iba reálne funkcie v premennej
t.
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