Linearna algebra a geometria II. — Domaca uloha ¢. 5

Pre tyzden 24. marca 2025

1. Nech V je vektorovy priestor nad pofom C dimenzie n. Ukazte, ze V je 2n-rozmerny realny vekto-
rovy priestor.

2. Komplexnd n x n matica sa nazyva hermitovskd, ak pre vSetky 4,7 plati a;; = a;;. Ukdzte, Ze
hermitovské matice tvoria redlny vektorovy podpriestor v priestore komplexnych matic M, ,,(C), ndjdite
jeho bazu a urcite jeho dimenziu. Ukazte tiez, ze hermitovské matice netvoria komplexny vektorovy
podpriestor v M, ,(C).

3. (5.5.2) Co sa dé povedat o:

i) sicte komplexného éisla s ¢islom s nim zdruzenym?
ii) komplexnom zdruzenf{ ¢isla na jednotkovej kruznici?
iii) stc¢ine dvoch ¢isel z jednotkovej kruznice?

iv) stucte dvoch &isel z jednotkovej kruznice?

4. (5.5.4) N4jdite hodnoty a a b pre komplexné &isla a + ib na jednotkovej kruznici, ktorych argument
zodpoveda uhlom 6 = 30°, 60°, 90°. Overte, ze druhd mocnina prvého z nich sa rovna druhému a jeho
tretia mocnina tretiemu.

5. N4jdite vietky komplexné korene rovnice 2" = 1. Ukézte, ze ak w # 1, potom 14+w+w?+- - 4w" "1 =

0. Pre ktoré w budi aj jeho mocniny w?, w3, ...w" ! korefimi rovnice?

6. (5.5.22) Pre kazdi komplexnd maticu Z vieme néjst rozklad na jej hermitovskd a anti-hermitovski
cast: Z = A+ K. Podobne ako pri rozklade komplexného ¢isla z = a + ib dostaneme jeho redlnu ¢ast ako
%(erE), moézeme uvazovat “redlnu ¢ast” matice Z ako polovicu Z + ZH . N4jdite vzorec pre “imagindrnu
cast” K a ndjdite rozklady A + K pre nasledujice matice:

_[3+i 4+2 NI
Z‘[ 0 5 } ? Z_[—ii]'

Pozn. Komplexnd matica K sa nazyva anti-hermitovskd (alebo aj koso-hermitovskd), ak ak pre vsetky
1,7 plati a;; = —a;;.

7. (5.5.7) Napiste maticu A7 a spocitajte C = AT A ak
1 ¢ 0
A= [ i 0 1 } )
Aky je vztah medzi C a CH? Plati nie¢o podobné pre kazdi maticu C, ktord sa da zapisat ako A7 A?

8. (5.5.9) a) Ako sivisf determinant matice A s determinantom matice A?
b) Dokézte, ze determinant fubovolnej hermitovskej matice je redlne ¢islo.

9. Ukdzte, ze inverznd matica k hermitovskej (ak existuje) je opét hermitovsks.

10. (5.5.20) Diagonalizujte 2 x 2 anti-hermitovskt maticu K = [%%]. Spoéitajte Xt = SerS~! a

overte, ze et je unitdrna matica pre kazdi hodnotu parametra t. Co bude %eKt pre t =07

11. Ako stivisia vlastné hodnoty matice A¥ s vlastnymi hodnotami matice A?
12. Ak A = R+ iS je hermitovskd matica, budi redlne matice R a S symetrické?

13. (5.R.19) Ak je matica K anti-symetrickd, ukdzte, Ze matica Q = (I — K)(I + K)~! bude orto-
gonalna. Najdite Q) pre K = [_g (2)]



