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1.(5.6.24) a) Ukážte priamym výpočtom, že (horná) trojuholńıková matica, povedzme 3 × 3, sṕlňa
svoju charakteristickú rovnicu: (T − λ1I)(T − λ2I)(T − λ3I) = 0.

b) Odvod’te z toho Cayley-Hamiltonovu vetu pre diagonalizovatel’né matice A = SΛS−1: Každá dia-
gonalizovatel’ná matica je riešeńım svojej charakteristickej rovnice: (A−λ1I)(A−λ2I) . . . (A−λnI) = 0.

c) Ak má 3× 3 matica A vlastné hodnoty λ1, λ2 a λ3, čo budú vlastné hodnoty matice (A−λ3I)(A−
λ2I)(A− λ1I)? Čo to bude za matica?

2. (5.R.22) Aké sú vlastné hodnoty matice A sṕlňajúcej A2 = −I? Ak A je taká reálna n× n matica,
ukážte, že potom n muśı byt’ párne. Uved’te pŕıklad.

3. (5.6.16) a) Nájdite ortogonálnu maticu Q, tak aby platilo Q−1AQ = Λ pre

A =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 a Λ =

 0 0 0
0 0 0
0 0 3

 .

Nájdite tiež aj d’aľśı pár vlastných ortonormálnych vektorov x1, x2 pre λ = 0.
b) Overte, že P = x1x

T
1 + x2x

T
2 je rovnaká matica pre oba páry. Vysvetlite.

4. (5.6.18) Nájdite normálnu maticu, ktorá nie je Hermitovská, anti–Hermitovská, unitárna ani dia-
gonálna. Ukážte, že všetky permutačné matice sú normálne.

5. Nájdite dve normálne matice, ktorých súčin nebude normálna matica.
Pozn.: Toto znamená, že množina normálnych mat́ıc nie je uzavretá vzhl’adom na súčin. Je uzavretá

vzhl’adom na súčet?

6. (5.6.19) Predpokladajme, že T je n × n horná trojuholńıková matica, jej zložky označme tij . Po-
rovnajte zložky TTH a THT a ukážte, že ak sa rovnajú, muśı byt’ T diagonálna.

7. (5.R.5) Existuje matica A taká, že matice typu A + cI sú invertibilné pre všetky komplexné č́ısla
c? Nájdite reálnu maticu A takú, že A+ rI bude invertibilná pre všetky reálne r.

8. (5.6.20) Ukážte, že ak je N normálna matica, potom ||Nx|| = ||NHx|| pre každý vektor x. Odvod’te

z toho, že i-ty riadok matice N má rovnakú d́lžku ako i-ty st́lpec matice N .
Pozn.: Ak je N navyše horná trojuholńıková, z tohto opät’ vyplýva, že N muśı byt’ diagonálna (porov-

naj s pŕıkladom č. 6).

9*. “Normálne matice komutujú práve vtedy, ked’ sú diagonalizovatel’né rovnakou maticou”.
Spomeňte si, že ak sú matice diagonalizovatel’né rovnakou maticou, potom komutujú. Uvažujme teraz

dve normálne n× n matice A a B, pričom AB = BA.
(a) Nech λ je vlastná hodnota B a {v1, . . . , vk} tvoŕı ortonormálnu bázu N (B − λI). Ukážte, že

Av1, Av2, . . . , Avk ∈ N (B − λI).

(b) Ak usporiadame vektory v1, . . . , vk do st́lpcov, vznikne n× k matica V . Ukážte, že

(i) V HV = I,
(ii) V HBV = λI,
(iii) existuje k × k matica C, že AV = V C,
(iv) matica C je tiež normálna.

(c) Ukážte, že existuje spoločná n × k matica Ṽ , pričom Ṽ H Ṽ = I, že matice Ṽ HBṼ a Ṽ HAṼ sú
diagonálne.

Ako rozš́ırit’ postup z čast́ı (a)–(c), aby sme dokázali tvrdenie zo začiatku pŕıkladu?
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