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Pre tyzden 7. aprila 2025

1.(5.6.24) a) Ukézte priamym vypoctom, ze (horné) trojuholnikovd matica, povedzme 3 x 3, spina
svoju charakteristicki rovnicu: (T — M I)(T — A2 I)(T — A3]) =

b) Odvodte z toho Cayley-Hamiltonovu vetu pre diagonalizovatelné matice A = SAS™!: Kazda dia-
gonalizovatelna matica je rieSenim svojej charakteristickej rovnice: (A —AI)(A—X2I)... (A=A, 1) =0.

¢) Ak m4 3 x 3 matica A vlastné hodnoty A1, A2 a Az, ¢o budu vlastné hodnoty matice (A — A\gI)(A—
Ao I)(A — M\ I)? Co to bude za matica?

2. (5.R.22) Aké s vlastné hodnoty matice A spfﬁajﬁcej A? = —I? Ak A je takd redlna n x n matica,
ukazte, ze potom n musi byt parne. Uvedte priklad.

3. (5.6.16) a) Najdite ortogonalnu maticu @, tak aby platilo Q" AQ = A pre

1 1 1 0 0 O
A=1]1 1 1 a A=]0 0 O
1 11 0 0 3

N4jdite tiez aj dalsi par vlastnych ortonormalnych vektorov x1, o pre A = 0.
b) Overte, ze P = z127 + 2521 je rovnaka matica pre oba péry. Vysvetlite.

4. (5.6.18) N4jdite normélnu maticu, ktord nie je Hermitovskd, anti-Hermitovskd, unitdarna ani dia-
gondlna. Ukazte, ze vSetky permutacné matice st normaélne.

5. N4jdite dve normélne matice, ktorych su¢in nebude normélna matica.
Pozn.: Toto znamend, Ze mnozina normélnych matic nie je uzavretd vzhladom na sicin. Je uzavreta
vzhladom na sicet?

6. (5.6.19) Predpokladajme, ze T je n x n horna trojuholnikovd matica, jej zlozky ozna¢me t;;. Po-
rovnajte zlozky TTH a THT a ukézte, ze ak sa rovnajd, musi byt T diagonalna.

7. (5.R.5) Existuje matica A takd, ze matice typu A + ¢I su invertibilné pre vietky komplexné éisla
c? N4jdite realnu maticu A taki, ze A + rI bude invertibilnd pre vSetky redlne r.

8. (5.6.20) Ukézte, ze ak je N normélna matica, potom ||Nm|| = ||N#z|| pre kazdy vektor z. Odvodte
z toho, ze i-ty riadok matice N ma rovnaku dizku ako i- ty stlpec matice N.
Pozn.: Ak je N navyse hornd trojuholnikova, z tohto opét vyplyva, ze N musi byt diagondlna (porov-
naj s prikladom ¢. 6).

9*, “Normdlne matice komutuji prdve vtedy, ked si diagonalizovatelné rovnakou maticou”.

Spomeiite si, Ze ak si matice diagonalizovatelné rovnakou maticou, potom komutuji. Uvazujme teraz
dve normalne n X n matice A a B, pricom AB = BA.

(a) Nech A je vlastnd hodnota B a {v1,...,vs} tvori ortonormalnu bazu N'(B — AI). Ukdzte, 7Ze

A’Ul,A’Ug,...,Avk GN(B*)\I)

(b) Ak usporiadame vektory vy, ..., v, do StipCOV, vznikne n x k matica V. Ukazte, ze
() VAV =1,
(ii) VEBV = A,
(iii) existuje k x k matica C, ze AV =V,
(iv) matica C je tiez normélna.
(¢) Ukézate, Ze existuje spoloéné n x k matica V, pricom VHV = I, ze matice VIBV a VI AV si
diagonélne.
Ako rozsfrif postup z ¢asti (a)—(c), aby sme dokdzali tvrdenie zo za¢iatku prikladu?



