Linearna algebra a geometria II. — Domaca uloha ¢. 9

Pre tyzden 21. aprila 2025

1. Pravda/Nepravda. Zddvodnite.

a) Reguldrna matica nemoze byt podobnd singuldrnej matici.

b) Symetrickd matica nemdze byt podobnd matici, ktord nie je symetricka.
¢) Matica A neméze byt podobna matici —A okrem pripadu ak A = 0.

) A — I neméze byt podobna matici A + I.

e) A+ I nemoéze byt podobnd matici I — A.

f) matica [3 $] je podobnd matici [§ 1].

g) matica [ 9] je podobnd matici [ 1].

o,

2. “Podobné matice maji rovnaké geometrické ndasobnosti jednotlivych vlastnych hodnaot.”

Nech matice A a B st podobné, t.j. B= M "*AM.

(a) Ukdite, ze B — A = M~Y(A — AI)M, resp. (B — \XI)¥ = M~Y(A — AI)*M, pre vietky k € N a
Tubovolné A € C.

(b) Nech X je teraz vlastnd hodnota matic A a B. Ukaite, ze potom plati dim V(A — M)k =
dim V(B — M)¥ pre Tubovolné A € C a k € N. (Ndvod. Uvazujte najskor k = 1 a bazu {v1,...,v,}
priestoru V(B — AI). Ukézte, ze {Muvy, ..., Mv,,} je bdza N(A — AI).)

3. Ukézte, ze ak si matice A a B podobné, t.j. B = M~1AM, potom si ich minimélne polynémy
ma(z) a mp(x) rovnaké.

Definicia minimélneho polynému matice: ma(z) = x¥ +mp_ 1251 4+ - -+ myx +my je taky nenulovy
polyném, ktory 'nuluje’ maticu A, t.j. ma(A) = AF +my_1A* 1+ ...+ myA+mol = 0 a sticasne je

cvvs

4. Nech J a J' si blokové matice tvaru
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kde o je nejakd permutédcia. Ukdzte, ze matice J a J' sii podobné.
Pozn. Maticu J' dostaneme z J poprehadzovanim blokov, ¢o zodpovedd zmene poradia bdzovych vek-
torov e;.

5. Nech U je vektorovy priestor nad polom C, T : U — U je linearne zobrazenie a V C U je vektorovy
podpriestor. Hovorime, Ze V je invariantny podpriestor vzhladom na zobrazenie T (tzv. T-invariantny
podpriestor), ak Vv € V : T(v) € V. Uvazujme U = C? a zobrazenie T : C3 — C3, T : 2 — Ax, dané
maticou
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a) Overte, ze V = span{(1,0,—1)7,(0,1,0)7} je invariantny podpriestor vzhladom na zobrazenie T'.
b) N&jdite 2 x 2 maticu A’ ziizeného zobrazenia T'|y : V — V. Ukdzte, ze xa- dell x 4.

¢) N4jdite jednorozmerny T-invariantny podpriestor W tak, aby VNW = {6} aVaoWw=C3.

d) Ako vyzeraju vSetky jednorozmerné, dvojrozmerné a trojrozmerné invariantné podpriestory zobra-
zenia T'7?

6. Nech n x n matica A reprezentuje linedrne zobrazenie T : R™ — R". Ukézte, Ze zovSeobecnené
vlastné podpriestory V), zlozené z prislusnych zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A, su inva-
riantné vzhladom na linedrnu transforméciu 7', t.j. T(Vy) C V.

Definicia zovieobecneného vlastného podpriestoru: Vy = {z € R™ | (A — A )¥z = 0 pre nejaké k € N},
resp. Vi = U, N(A — AI)F.



7. Majme maticu A. Ukdazte, ze zovSeobecnené vlastné vektorové priestory Vi, a V), prislichajice
roznym vlastnym hodnotam A\; a Ay maju trividlny prienik.

8. Nasledujuce Jordanove matice maji nulu ako Stvornasobnid vlastnd hodnotu, maji dva linearne
nezavislé vektory, ale velkosti ich blokov sa nezhodujd. Preto matica J nie je podobnd matici K:

Pre lubovIni maticu M provnajte JM a M K. Ak sa rovnajui, ukdzte, ze M nie je invertibilnd, a teda
rovnost M ~1JM = K nemdze nastat. Aké st minimalne polynémy matic J a K?

9. Pre matice
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néjdite ich charakteristické polynémy. Pre maticu B najdite aj jej Jordanov tvar.

10. Ukédzte, ze AT je vzdy podobné matici A. Vieme, Ze vlastné hodnoty maji rovnaké, problém by
mohol byt v struktire vlastnych vektorov.

a) Pre A skladajicu sa z jedného bloku J; ndjdite maticu M; takd aby M[lJiMi =Jr.

b) Pre A v Jordanovom tvare poskladajte maticu My z mensich blokov tak, aby MglJMO =JT.

c) Pre vieobecnti maticu A = MJM~! ukazte, ze AT je podobna J7 a tym padom aj J a A.

11. Nech A je komplexnd n X n matica spfﬁajﬁca AF = T pre nejaké k. Aké mozu byt vlastné hod-
noty matice A? Ukdzte, ze A je diagonalizovatelnd (Aky mdze byt Jordanov tvar matice A? Ako vyzerd
trojuholnikovd T zo Schurovej lemmy?).



