Linearna algebra a geometria II. — Doméca tloha ¢. 11

Pre tyzden 5. méja 2025

Definicia: Hovorime, Ze redlna symetrickd matica A je kladne definitnd, ak tzv. kvadratickd forma
f(x) = 27 Az spliia f(z) > 0 pre véetky € R™ a rovnost nastdva len pre z = 0.

1. (6.1.2) Rozhodnite ¢i su nasledujice matice kladne definitné, a pre kazdid z nich roznédsobte kva-
dratickd formu f = 27 Ax:

1 3 1 -1 2 3 -1 2
R s R
Determinant v ¢asti b) je nulovy; pozdii ktorej priamky bude forma f nulova?

2. (6.1.3) Ak 2 x 2 matica (¢ %) splita podmienku a > 0 a ac > b2, néjdite vlastné hodnoty ako korene
charakteristickej rovnice det(A — AI) = 0 a ukazte, Ze st obe kladné.

Pripomenutie faktu: ak pre symetrickd maticu (A7 = A) spravime LDU rozklad bez vimeny riadkov,
v skutoc¢nosti dostaneme rozklad A = LDLT. Pouzite v nasledujticich prikladoch.

3. (6.1.5) a) Pre aké hodnoty parametra b je matica A = [} 8] kladne definitnd?

b) N4jdite faktorizaciu A = LDL” pre b z intervalu kladnej definitnosti.

¢) Najdite minimalnu hodnotu vyrazu (22 + 2bz + 9y*) — y pre b z tohto intervalu.
d) Aké je minimum pre b = 3?7

4. (6.1.7) a) N4jdite 3 x 3 matice A, Ay zodpovedajice kvardatickym formam
fi= x? + x% + xg —2x1%9 — 22123 + 2T023,

fo= x% + 290% + 111‘% — 2x129 — 22123 — X003,

b) Ukézte, ze forma f; sa d4 napisat ako jeden $tvorec, a teda nie je kladne definitné. Pre aké hodnoty
je f1 rovna nule?

c¢) Najdite rozklad Ay ako LLT (L je dolnd trojuholnikovd matica). Vyjadrite fo ako sicet troch
Stvorcov.

5. (6.1.9) Kvadratickd forma f = 3(z; +2x2)? + 423 je kladne definitna. N4jdite jej maticu A, rozlozte
ju ako LDLT a vysvetlite stvislost zloziek matic D a L s pévodnym tvarom formy f.

6. (6.2.1) Pre aké hodnoty parametra a je matica A kladne definitna?

B =

— = Q
—Q
Q =

7. (6.2.2) Rozhodnite ¢i st nasledujiice matice kladne definitné

2

2 -1 -1 2 -1 -1 01 2
A=|-1 2 -1|, B=|-1 2 1|, c=|101
-1 -1 2 -1 1 2 2 1 0

8. (6.2.4) S prihliadnutim na vlastné hodnoty ukazte, ze ak je matica A kladne definitnd, potom st
aj matice A% a A~! kladne definitné.

9. (6.2.5) Ukazte, ze ak si matice A a B kladne definitné, potom je takou aj matica A + B. Ktoré z
kritérii kladnej definitnosti I — IV sa hodi v tomto pripade?

10. (6.2.6) Pouzitim pivotov, vlastnych hodnot a vlastnych vektorov matice A = [§ 2] zapiste A v tvare
RT R vietkymi troma sposobmi z prednasky — (LDz)(DzLT), (QAZ)(A2QT), a (QA2QT)(QAZQT).
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11. (6.2.8) Ak je matica A symetrickd a kladne definitnd a C' je reguldrna, ukdzte, ze matica B =
CT AC je tiez symetricks a kladne definitn4.

(6.2.16) Pravda/Nepravda Ak je matica A symetrickd kladne definitnd a @ je ortogonélna, potom:

12.

) QT AQ je diagonilna matica,
) Q

)

Q0

T AQ je symetricks kladne definitnd matica,
QT AQ m4 rovnaké vlastné hodnoty ako A,
d) e~ je symetrickd kladne definitnd matica.
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