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Ṕısomka z Lineárnej Algebry II., 7. máj 2024

1. (5 bodov) Nech:

A =


4 4 −2 −1
0 −2 1 0
1 −7 3 0
6 12 −5 −2

 .

a) Nájdite charakteristický polynóm a vlastné hodnoty matice A.
b) Pre každú vlastnú hodnotu matice A určite jej algebraickú a geometrickú násobnost’.
c) Nájdite minimálny polynóm a Jordanov tvar matice A.
d) Nájdite maticu M z rozkladu A = MJM−1.

2. (5 bodov) Majme reálnu 2× 2 ortogonálnu maticu A, pre ktorú sú A−1 a A3 podobné.
a) Aké môžu byt’ vlastné hodnoty A, ak navyše predpokladáme, že A−1 = A3?
b) Ako vyzerajú všetky reálne ortogonálne matice, pre ktoré A−1 = A3?
c) Aké môžu byt’ vlastné hodnoty A, ak A3 je podobná A−1, ale A3 ̸= A−1?
d) Ako vyzerajú všetky reálne ortogonálne matice, pre ktoré A3 ∼ A−1 ale A3 ̸= A−1?

3. (5 bodov) Uvažujme maticu A ∈ Mn,n(C) s vlastným vektorom v = (v1, v2, . . . , vn)
T ∈ Cn a

pŕıslušnou vlastnou hodnotou λ. Predpokladajme, že k-ta zložka vektora v má najväčšiu d́lžku, t.j.
|vk| = maxj=1,2,...,n{|vj |}.

a) Ukážte, že vlastná hodnota λ sa nachádza v tzv. Geršgorinovom disku, t.j. plat́ı

|λ− akk| ≤
∑
j ̸=k

|akj |.

b) Ukážte, že plat́ı “opačná” trojuholńıková nerovnost’ pre komplexné č́ısla x, y ∈ C
||x| − |y|| ≤ |x− y|,

a pomocou nej a časti a) ukážte, že ak A je markovovská matica, potom |λ| ≤ 1.
c) Nájdite charakteristický polynóm matice

A =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

...
. . .

0 0 0 . . . 1
−a0 −a1 −a2 . . . −an−1


a ukážte, že jeho korene sa nachádzajú v disku {z | |z| ≤ 1 + maxj=0,1,...,n−1{|aj |}}.

4. (5 bodov) (pravda/nepravda) Zdôvodnite v pravdivom pŕıpade, uved’te protipŕıklad v nepravdivom.
a) Ak má reálna ortogonálna matica reálne vlastné hodnoty, potom je symetrická.

b) Ak n× n matica A sṕlňa rovnicu A2 − 5A+ 6I = 0, tak je diagonalizovatel’ná.
c) Ak je matica A diagonalizovatel’ná, tak je diagonalizovatel’ná aj AT , a teda sú podobné.


