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Pisomn4 skiska z Linearnej algebry a geometrie II., 29. méja 2024

1. (6 bodov) Majme maticu A:

-1 0 0 0
-1 -2 11
A= -1 0 -1 0
-1 -1 1 0

a) Najdite charakteristicky a minimalny polyném matice A.
b) Néjdite jej vlastné vektory, Jordanov tvar a maticu M z rozkladu A = MJM 1.

2. (5 bodov) Na priestore matic Mz 2(R) majme linedrne zobrazenie o dané ako o : A — Adj(A4),
tj. a: [‘Z g] — [_‘i ’Z}. Néjdite vlastné hodnoty zobrazenia «, pre kazdu z nich ndjdite aj vlastny

podpriestor v M o(R). Aky je minimalny polyném zobrazenia a? Ako by sa to dalo nahliadnut?

3. (5 bodov) Ak do rovnice kuzelosecky x7 Ax = ¢ dosadime namiesto vektora x posunuty vektor
x — s, dostaneme rovnicu (x — s)T A(z — s) = ¢, ktord opisuje podobnt krivku ako povodn4 rovnica, len
jej stred bude umiestneny v s namiesto pociatku (0,0)7.

N4jdite vyjadrenie rovnice

2122 — 62175 + 2922 — 9021 + 7025 + 115 = 0

v tvare (x — s)T A(z — s) = ¢ a naértnite obrazok krivky danou touto rovnicou. N4jdite vrcholy krivky
a rovnice osi symetrie. Najdite rovnice asymptot, ak existuju.

4. (6 bodov) Nech A je nxn reguldrna matica s n roznymi vlastnymi hodnotami A, ..., A, a vlastnymi
vektormi z1, ..., z,. Nech B je n x n matica, pre ktord platif AB = BA™!.

a) Ukdzte, Ze matice Spfﬁajﬁce rovnost AB = BA~! tvoria vektorovy podpriestor priestoru M, ,,(C).

b) Predpokladajme, Ze B je reguldrna. Co sa dé v takom pripade povedat o vlastnych hodnotach
matice A7 A o vektoroch Bx;?

c) Najdite vlastné vektory matice B2 pri predpoklade, ze B je reguldrna. Budt to aj vlastné vektory
matice B?

d) Ukézte, ze B? je diagonalizovateln4.

5. (12 bodov) Pravda/Nepravda. So zdévodnenim (prikladom) v pravdivom pripade a protiprikladom
(zdévodnenim) v nepravdivom:

a) Matica kolmej projekcie je kladne semidefinitné.

b) Ak A a B st redlne diagonalizovatelné n x n redlne matice, potom aj A + B je diagonalizovatelnd.

¢) Pre redlnu symetricki kladne definitni maticu A existuje reguldrna matica C taka, ze CTAC = I.

d) Ak redlna symetrickd n X n matica A spiﬁa A% =T, potom A% =1I.

e) Matice AB a BA typu n X n majd rovnaky minimdalny polyném.

f) Mocniny A* normélnej matice A st normélne pre k > 1.

6. (6 bodov) Nech A, B st dve komplexné n x n matice, ktoré spinaji vztah AZA = BHEB. Nech V
je unitdrna matica, ktord diagonalizuje A# A, t.j. ATA =VAVH,

a) Ukazte, ze matice A7 A a AA™ maji rovnaké vlastné hodnoty.

b) Ukézte, Ze existuje unitarna matica U taka, ze plati BB = UAAHUH.

¢) Vysvetlite, preco platia rovnosti S(B) = S(UA), N(B) = N (A4), N(BH) = N(ATUH) a S(BH) =
S(AH).

d) Ukézte, ze S(BH) = S(BE B) C S(V). Musf nutne platit B = UA?



