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Pisomka z Linedrnej Algebry II., 2. april 2025

1. (5 bodov) Majme maticu A:
0 -1 2 -5
-1 0 -5 2
2 -5 0 -1
-5 2 -1 0
a) Néjdite jej charakteristicky polyném a vlastné hodnoty.
b) Néjdite jej vlastné vektory a diagonalizaciu A = SAS~!. Maticu S~! nemusite pocitat, ale ak ju
viete néjst bez dlhého pocitania, napiste ju.
c) Co vsetko sa dé povedaf o vlastnych hodnotach matice A bez toho aby sme pocitali jej charakteri-
sticky polyném? Vysvetlite ako to sivisi s jej vlastnostami a vysledkami casti a) a b).

A:

2. (5 bodov) Uvazujme realnu postupnost {xj}p2 ), ktora spiia rekurentny vztah
Thyo = Tpp1 — Tk, k=0,1,2,...,

pricom xg =1 a x; = 2.

a) Vyjadrite rekurentny vzfah v tvare ug41 = Aug pre vhodnid maticu A, vhodny vektor uy a vhodnt
pociatoénu podmienku ug.

b) Najdite A¥ a pomocou nej predpis pre z;. Zjednoduste vyjadrenie pre zj tak, aby obsahoval len
realne funkcie v premennej k.

¢) Existuje limita limg_, o0 2?7 Comu sa rovné ¢len zog95?

3. (5 bodov) Nech A a B si redlne matice typu n x n. Uvazujme blokovid maticu M typu 2n x 2n v tvare

- (i)

a) Ukdzte, ze ak () € C"™ je vlastny vektor matice M prislichajici vlastnej hodnote A, potom
z—1y e N(A+iB—X)ax+iy € N(A—iB — M) a aspon jeden z tychto vektorov je nenulovy, t.j.
je vlastnym vektorom prislusnej matice.

b) Ukéazte, ze ak z € C™ je vlastny vektor matice A + iB prisichajici vlastnej hodnote A, potom Z je
vlastny vektor matice A —i¢B. Pre akd vlastni hodnotu?

¢) Predpokladajme, ze pozndme (vSetky) vlastné hodnoty a vlastné vektory matice A +iB. Ako by
sa z nich dali z{skat (vSetky) vlastné hodnoty a vlastné vektory matice M?

4. (5 bodov) (pravda/nepravda) So zdovodnenim, resp. prikladom alebo protiprikladom.

a) Ak je nula vlastnou hodnotou pre kazdu zo Stvorcovych n x n matic Ay, As, ..., Ay, tak je aj
vlastnou hodnotou ich suétu A; + As + - -- + Ag.
b) Ak je nula vlastnou hodnotou niektorej zo stvorcovych n x n matic Ay, As, ..., Ay, tak je vlastnou

hodnotou ich st¢inu A1 A, ... Ag.
2
¢) Ak xa()) je charakteristicky polyném pre maticu A, potom y 42(\) = (XA(\/X)) .

d) Existuje 4 x 4 redlna antisymetrickd matica A, ktord spiﬁa A8 =T



