Podvddzanie pri skiske je vaznym porusenim Studijného poriadku FMFI UK, ktoré méze viest k vyliceniu zo stidia.
Nerobte hliposti. Pocas skisky je zakdzané pouZivat mobilné telefony a iné elektronické zariadenia. Vela zdaru!

Pisomn4 skiska z Linearnej algebry a geometrie II., 11. jina 2025

1. (6 bodov) Majme maticu A:
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a) N4jdite charakteristicky a minimdlny polyném matice A.
b) Néjdite jej vlastné vektory, Jordanov tvar a maticu M z rozkladu A = MJM 1.
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2. (5 bodov) a) Zistite signatiru matice
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v zavislosti od parametra a € R.
b) Néjdite jej LDL" rozklad (ak existuje). Si nejaké hodnoty parametra a kedy sa to neda? Aky
bude rozklad na plné stvorce prislusnej kvadratickej formy =7 Az v takych pripadoch?

3. (6 bodov) Nech Gy, je priestor funkcif tvaru f(x) = p(z)e®, kde p(z) je polyném stupria nanajvys
k a €® je exponencidlna funkcia. Podobne oznaé¢me ako Hj, priestor funkcif tvaru f(z) = p(z)e™*; opét,
polyném p(x) je stupiia nanajvys k.

a) Najdite bézy priestorov G3 a Hs, urcite dimenzie Gs N Hy a G5 + Hs.

b) Uvazujme zobrazenie D : G3 + H3 — G3 + Hs dané predpisom:

D)) = - f(a)

N4jdite jeho maticu vzhladom na bdzu urcenu v ¢asti a), vlastné hodnoty, vlastné vektory a Jordanov
tvar.

4. (6 bodov) a) Zddvodnite preco by matica
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mala spiﬂaﬁ rovnicu A3 + A2 - A=1.
b) Vyjadrite A~1 ako linedrnu kombindciu matic A%, A a I (bez jej vypoctu).
c¢) Ukéazte, ze pre kazdé n € Z (aj pre zadporné) existuju koeficienty ., B, a v, pre ktoré
A" = 0, A% + B A + v, 1.
d) Ukézte, ze pre zlozky matice A™ na pozicidch (1,1), (2,2), resp. (3,3) plati
(A" =1, (A")2=(-1)"1-n) a (A")s=(-1)"(n+1).

Odvodte z toho systém troch linedrnych rovnic s trojicou nezndmych («,, Bn,vn) a ten ndsledne vyrieste.

5. (12 bodov) Pravda/Nepravda. So zdévodnenim (prikladom) v pravdivom pripade a protiprikladom
(zdévodnenim) v nepravdivom:

a) Redlna symetrickd matica so zdpornymi zlozkami m4 redlne zdporné vlastné hodnoty.

b) Ak A a B st reguldrne n x n matice, potom je (AT + B)(A + BT) symetricka a kladne definitna.

¢) Ak pre n x n matice A a B plati xa(A\) = xB(\), potom aj xaz2(N) = xp2(A).

d) Ak je U unitdrna matica, tak aj U (zlozky st komplexne zdruzené) je unitdrna.

¢) Ak n x n matica A splita A% = I a m4 iba redlne vlastné hodnoty, potom A = I.
f) Pre reguldrnu maticu A maji Jordanove tvary J4 a J4-1 rovnaky pocet blokov.

6. (5 bodov) Predpokladajme, ze mdme zadanych osem komplexnych matic typu 6 x 6, ktorych tretie
mocniny st nulové (t.j. A3 =0 prei=1,...,8). Ukazte, Ze potom dve z matic musia byt podobné.
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