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Ṕısomná skúška z Lineárnej algebry a geometrie II., 11. júna 2025

1. (6 bodov) Majme maticu A:

A =


2 −1 −1 −1
1 2 1 −1
0 1 2 1
0 0 −1 2

 .

a) Nájdite charakteristický a minimálny polynóm matice A.
b) Nájdite jej vlastné vektory, Jordanov tvar a maticu M z rozkladu A = MJM−1.

2. (5 bodov) a) Zistite signatúru matice

A =

 1 a a
a 1 a
a a 1


v závislosti od parametra a ∈ R.

b) Nájdite jej LDLT rozklad (ak existuje). Sú nejaké hodnoty parametra a kedy sa to nedá? Aký
bude rozklad na úplné štvorce pŕıslušnej kvadratickej formy xTAx v takých pŕıpadoch?

3. (6 bodov) Nech Gk je priestor funkcíı tvaru f(x) = p(x)ex, kde p(x) je polynóm stupňa nanajvýš
k a ex je exponenciálna funkcia. Podobne označme ako Hk priestor funkcíı tvaru f(x) = p(x)e−x; opät’,
polynóm p(x) je stupňa nanajvýš k.

a) Nájdite bázy priestorov G3 a H3, určite dimenzie G3 ∩H3 a G3 +H3.
b) Uvažujme zobrazenie D : G3 +H3 → G3 +H3 dané predpisom:

D(f)(x) =
d

dx
f(x).

Nájdite jeho maticu vzhl’adom na bázu určenú v časti a), vlastné hodnoty, vlastné vektory a Jordanov
tvar.

4. (6 bodov) a) Zdôvodnite prečo by matica

A =

 1 2 0
0 0 1
0 1 −2


mala sṕlňat’ rovnicu A3 +A2 −A = I.

b) Vyjadrite A−1 ako lineárnu kombináciu mat́ıc A2, A a I (bez jej výpočtu).
c) Ukážte, že pre každé n ∈ Z (aj pre záporné) existujú koeficienty αn, βn a γn, pre ktoré

An = αnA
2 + βnA+ γnI.

d) Ukážte, že pre zložky matice An na poźıciách (1, 1), (2, 2), resp. (3, 3) plat́ı

(An)11 = 1, (An)22 = (−1)n(1− n) a (An)33 = (−1)n(n+ 1).

Odvod’te z toho systém troch lineárnych rovńıc s trojicou neznámych (αn, βn, γn) a ten následne vyriešte.

5. (12 bodov) Pravda/Nepravda. So zdôvodneńım (pŕıkladom) v pravdivom pŕıpade a protipŕıkladom
(zdôvodneńım) v nepravdivom:

a) Reálna symetrická matica so zápornými zložkami má reálne záporné vlastné hodnoty.
b) Ak A a B sú regulárne n× n matice, potom je (AT +B)(A+BT ) symetrická a kladne definitná.
c) Ak pre n× n matice A a B plat́ı χA(λ) = χB(λ), potom aj χA2(λ) = χB2(λ).
d) Ak je U unitárna matica, tak aj U (zložky sú komplexne združené) je unitárna.

e) Ak n× n matica A sṕlňa A3 = I a má iba reálne vlastné hodnoty, potom A = I.
f) Pre regulárnu maticu A majú Jordanove tvary JA a JA−1 rovnaký počet blokov.

6. (5 bodov) Predpokladajme, že máme zadaných osem komplexných mat́ıc typu 6× 6, ktorých tretie
mocniny sú nulové (t.j. A3

i = 0 pre i = 1, . . . , 8). Ukážte, že potom dve z mat́ıc musia byt’ podobné.
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