Linearna algebra — Text o Legendrovych polynémoch

Na prednaske sme si spomenuli, Ze vo vektorovom priestore, kde su vektormi funkcie mé zmysel
definovaf ich skaldrny stéin pomocou integralu (napr. na intervale (0, 1)) ako:

Vektorovy priestor P, polynémov stupiia mensieho alebo rovného ako n mé béazu 1, =, z2, ..., 2™
TAato béza ale nebude ortonormélna, lebo skaldrny stiéin polynémov z* a z! nie je nula ale:
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Napriek tomu moézeme v P, ndjst ortonormalnu bézu, a to prave pouzitim Gram-Schmidtovej ortogo-
nalizdcie. Funkcie 1, z, z2, ..., 2" st totiz linedrne nezavislé, len nie st navzédjom kolmé ani nemaji
jednotkovi normu.

Gram-Schmidtova ortogonalizicia polynémov (interval 0,1):

1. krok: vektor ¢; vznikne z vektora a; = 1 normalizdciou. Lenze ||1]| = 1, preto ¢; = 1.

2. krok: vektor ¢ vznikne normalizdciou z vektora a) = as — proj; (az). Cize
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Preto ¢ = v/3(2x — 1).

3. krok: vektor gz vznikne normalizdciou z vektora ay = as — proj, (as) — projy(as). Cize
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Preto g3 = v/5(62% — 62 + 1).



4. krok: skiste sami. Stvrta funkcia ¢, by mala vyijst ¢ = \ﬁ(20x3 —302% + 122 — 1).
Takymto spodsobom sme postupne nasli tzv. posunuté Legendrove polynomy.

Iny skaldrny siéin - interval (—1,1)
V predchadzajuicej diskusii sme pouzivali skalarny siucin na priestore funkcii definovany integrovanim
cez interval (0,1). Ak by sme ho nahradili integrovanim cez interval (—1, 1), dostali by sme iné vysledky:
1
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Potom skaldrny sii¢in polynémov z* a 2! bude:

ak k + 1 je parne,
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Zapisané v §tvorcovej tabulke pre malé k, (:
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Opit moézeme ortogonalizovat vektory 1, x, z2, =3, 2%, atd.

Gram-Schmidtova ortogonalizicia polynémov (interval -1,1):
1. krok: vektor ¢; vznikne z vektora a; = 1 normalizdciou. Lenze ||1|| = 2, preto ¢1 = \/g
2. krok: vektor go vznikne normaliziciou z vektora al, = ag — proj, (ag). Cize
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ay = ag — l=2-0=u.

(a,a)™ =7 (@)

Norma af je dand:
1

2
n@ﬁz@ﬂaz/xmﬁﬁ_

-1

Preto ¢ = \/gx

3. krok: vektor gz vznikne normaliziciou z vektora a} = as — proj; (a3z) — projy(asz). Cize
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Preto q3 = \/§(3x2 —1).

4. krok: vektor g4 vznikne normaliziciou z vektora a} = a4 — proj; (as) — projy(as) — projs(as). Cize
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Norma a je dana:
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Takto postupne ziskavame Legendrove polynémy. Viac o nich sa mozete docitat v ¢lankoch na
Wikipédii alebo v MathWorlde, st tam aj obrazky. Legendrove polynémy sa spravidla zvykni normalizovat
tak, aby P,(1) = 1, teda aby hodnota v jednotke bola jeden a nie pomocou normy, ako sme to urobili
my tu. Potom prvych sedem je:

Py(z) = 1

Pi(z) = =

Py(x) = 5(32% 1)

Py(z) = 1i(52®—3z)

Py(z) = 1(352* — 302 +3)

Ps(z) = £(632° — 7023 + 152)

Ps(z) = (23125 — 3152* + 10522 — 5)



